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Introducción

Los gráficos existenciales, propuestos hace un poco más de cien años por el lógico

norteamericano Charles Sanders Peirce, constituyen un sistema lógico de representación

icónica, el cual comprende tanto una notación gráfica original de proposiciones lógicas

como también un sistema de cálculo lógico, determinado por las denominadas reglas de

transformación. El autor distinguió tres subsistemas: Alfa que corresponde a la lógica

proposicional clásica; Beta que corresponde al cálculo de predicados o lógica de primer

orden; Gama que incluye sistemas de lógica modal [21, 23, 26, 28, 31].

A pesar de que los gráficos existenciales fueron considerados por Peirce como su “obra

maestra”, no tuvieron el reconocimiento merecido en su momento ya que fueron califica-

dos como un simple divertimento que no constitúıa un aporte significativo a los avances

logrados en la lógica simbólica. Debido a esto el legado que nos heredó Peirce con sus

sistemas diagramáticos permaneció menospreciado durante muchos años, pero a partir

del año 1963 se empezó a reconocer el auténtico valor de los gráficos existenciales debido

a las tesis doctorales de Roberts [23] y de Zeman [31]. A partir de alĺı se ha empezado a

evidenciar un replanteamiento en la importancia de los aportes cient́ıficos consolidados

por Peirce impulsados por personajes como Robert Burch, Geraldine Brady, Todd Trim-

ble, Fernando Zalamea y Arnold Oostra desde las perspectivas topológica, categórica,

filosófica e intuicionista de los gráficos respectivamente.

En el caso espećıfico de los gráficos existenciales Gama, Peirce hab́ıa propuesto diferen-

tes reglas de transformación que permiten realizar auténtica lógica con los gráficos en

general, y Zeman [31] adaptó estas reglas a los cortes quebrados obteniendo sistemas de

gráficos existenciales para diversas lógicas modales (véase también [18] y [19]). Entre

las reglas se destacan principalmente las de iteración y desiteración a través de cortes

quebrados, que dan lugar a versiones gráficas para las lógicas modales S4, S4.2 y S5, la

primera y la última debidas originalmente a C. I. Lewis.
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Mediante dichas lógicas modales de Lewis y los gráficos existenciales de Peirce se pueden

abordar los conceptos de “posibilidad” y “necesidad” estudiados por filósofos como

Aristóteles, Diodoro, Kant y Leibniz, y por el matemático Hugh MacColl quien fue

el primero en analizar las modalidades en forma simbólica. Pero fue hasta 1965 que el

filósofo Saul Kripke introdujo una semántica para las lógicas modales en la cual se puede

evidenciar una conexión entre cierta relación binaria asociada a un modelo de Kripke

y los axiomas de la lógica modal particular. Los modelos de Kripke también han sido

estudiados desde el ámbito de la lógica intuicionista, por ejemplo el matemático Xavier

Caicedo en su art́ıculo [10] da una mirada global a la teoŕıa de haces y su relación con

los modelos de Kripke intuicionistas.

Aśı, existe una conexión entre las lógicas modales de Lewis y los gráficos existenciales

Gama de Peirce, y a su vez, una conexión entre estas lógicas modales y los modelos

de Kripke sobre una relación binaria arbitraria. Sin embargo, hasta ahora no existe

una conexión directa y natural entre los modelos de Kripke sobre una relación y los

gráficos existenciales Gama de Peirce. Como sucede casi siempre, el mismo Peirce dio un

bosquejo de una posible conexión [20, Vol. 4, §512] considerando varias hojas de aserción

de forma simultánea, lo cual resulta af́ın a la semántica de Kripke que no hab́ıa sido

concebida para la época. En la actualidad aún no se ha resuelto este problema de forma

expĺıcita, y ese es el objetivo trazado para la investigación que condujo a la presente

tesis.

Con el fin de establecer una conexión entre dos ejes significativos de la lógica matemática

como son los gráficos existenciales Gama y los modelos de Kripke para las lógicas

modales, y realizando una generalización de la teoŕıa de haces estudiada por Caicedo

en los modelos de Kripke para la lógica intuicionista, pero en el contexto de las lógicas

modales, en esta tesis se aborda dicho problema de una forma novedosa y global.

Este trabajo está dividido en tres caṕıtulos, en los cuales cada uno aborda una temática

determinada. En el caṕıtulo 1 se indaga sobre ciertas topoloǵıas especiales construidas

a partir de un conjunto dotado de una relación arbitraria, sus propiedades y conexiones,

todo esto con el fin de obtener la topoloǵıa adecuada para un modelo de Kripke dado.

El caṕıtulo 2 se divide en tres partes. Primero se revisan los conceptos básicos asocia-

dos a la lógica modal y la semántica de Kripke para lógicas modales. La segunda parte

consiste en desarrollar los preliminares de la teoŕıa de haces y prehaces, junto con su

versión en términos de espacios étale y fibrados. Finalmente, se propone una generali-
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zación de la construcción de los haces asociados a modelos de Kripke intuicionistas que

abarca también los modelos de Kripke asociados a lógicas modales, con el objetivo de

presentar cada modelo de Kripke como un fibrado y aśı garantizar que existe su haz

asociado.

El caṕıtulo 3 también se divide en tres partes. Primero se presentan la semántica y la

sintaxis de los gráficos existenciales Gama para las diferentes lógicas modales, como

fueron estudiadas por Zeman. La segunda parte consiste en definir los gráficos existen-

ciales Gama como un libro de hojas de aserción, combinando las estructuras de fibrados

y haces estudiadas en el caṕıtulo 2 con los gráficos existenciales Gama descritos ante-

riormente, Finalmente, se logra obtener todas las reglas de transformación Gama en

cada lógica modal conocida como consecuencia de la relación subyacente a las hojas y

a la adaptación propuesta.

El material de cada caṕıtulo de esta tesis se basa en teoŕıa matemática conocida y

luego se proponen definiciones originales y se obtienen resultados nuevos. No se conoce

un estudio sistemático de las topoloǵıas asociadas a relaciones binarias como se realiza

en el caṕıtulo 1 de esta tesis, además al final de esa parte se obtiene un resultado

clásico de Alexandroff como consecuencia de una adjunción categórica. Por otro lado,

es bien conocido que un modelo de Kripke para la lógica intuicionista puede verse como

un haz. En el caṕıtulo 2 se propone una construcción del todo original que abarca

como casos particulares los modelos mencionados pero también los modelos de Kripke

para las lógicas modales, que en general no resultan espacios étale sino solo fibrados.

Finalmente, la definición de libros de hojas de aserción dada en el caṕıtulo 3 significa

un avance innovador en la teoŕıa de los gráficos existenciales. Nunca se ha propuesto

antes algo similar y el resultado es que las reglas de transformación Gama se obtienen

de manera más natural y comprensible.
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Caṕıtulo 1

Topoloǵıas asociadas a una relación

En este caṕıtulo se consideran algunas topoloǵıas construidas a partir a una relación

binaria arbitraria sobre el conjunto base. Estas construcciones generalizan ciertas topo-

loǵıas asociadas a conjuntos ordenados.

1.1. Definiciones

En lo que sigue R es una relación binaria sobre un conjunto X, esto es, R ⊆ X ×X.

Afirmación 1.1. Dado el conjunto

C = { S ⊆ X
∣

∣ x ∈ S , y R x implica y ∈ S }

entonces C es una topoloǵıa sobre X.

Demostración.

∅ ∈ C porque para ningún elemento x se tiene x ∈ ∅.

X ∈ C porque para todo elemento y se tiene y ∈ X.

Dados S, T ∈ C y x ∈ S ∩ T , sea y tal que y Rx. Como x ∈ S y x ∈ T , de y R x

se obtiene y ∈ S y y ∈ T , es decir, y ∈ S ∩ T mostrando aśı que S ∩ T ∈ C.

Dados {Si}i∈I ⊆ C y x ∈
⋃

i∈I Si, sea y tal que y Rx. Por tanto x ∈ Si0 para

algún i0 ∈ I y como y Rx, por hipótesis se tiene y ∈ Si0 para algún i0 ∈ I, es

decir, y ∈
⋃

i∈I Si mostrando aśı que
⋃

i∈I Si ∈ C.
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Nota 1.2. Dada una familia cualquiera B de subconjuntos de X, existe una mı́nima

topoloǵıa sobre X para la cual todos los integrantes de B son abiertos. Esta se denomina

la topoloǵıa generada por B sobre X y se denota T = 〈B〉. El conjunto B es una subbase

de T y una base β(B) de T está dada por:

β(B) =
{

⋂

{Di

∣

∣ i ∈ I }
∣

∣ I es un conjunto finito y Di ∈ B
}

.

Cabe anotar que la intersección de la familia vaćıa, esto es, I = ∅ en el conjunto

anterior, es el conjunto completo X [6, 27]. De manera que la familia B no tiene

restricción alguna y en la base β(B) siempre aparece de manera automática el conjunto

X.

Definición 1.3. Sobre X se definen las topoloǵıas siguientes:

CR = { S ⊆ X
∣

∣ x ∈ S , y R x implica y ∈ S }

SR = 〈G〉 donde G =
{

Ux
∣

∣ x ∈ X
}

y Ux = {y ∈ X
∣

∣ y R x}

TR = 〈H〉 donde H =
{

Vx
∣

∣ x ∈ X
}

y Vx = Ux ∪ {x}

Definición 1.4. Un espacio topológico (X, τ) es de Alexandroff si la intersección arbi-

traria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Afirmación 1.5. La topoloǵıa CR es una topoloǵıa de Alexandroff sobre X.

Demostración. Dados {Si}i∈I ∈ CR y x ∈
⋂

i∈I Si, sea y tal que y R x. Por tanto x ∈ Si

para cada i ∈ I y como y R x, por hipótesis se tiene y ∈ Si para cada i ∈ I, es decir,

y ∈
⋂

i∈I Si mostrando aśı que
⋂

i∈I Si ∈ CR.

Ejemplo 1.6. En general, SR no es una topoloǵıa de Alexandroff. Sea X = [0, 1) ⊆ R

y sea R la relación:

xR y si y solamente si x < y.

Luego:

G =
{

Ux
∣

∣ x ∈ X
}

donde Ux = [0, x),

β(G) = G ∪ { [0, 1) } = SR.

Ahora, considérese la familia de abiertos de SR:
{[

0,
1

n

)

∣

∣ n ∈ N

}
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entonces:
⋂

n∈N

[

0,
1

n

)

= {0} 6∈ SR.

Por tanto SR no es una topoloǵıa de Alexandroff.

Ejemplo 1.7. En general, TR no es una topoloǵıa de Alexandroff. Sea X = R, y sea la

relación:

xR y si y solamente si |x− y| < 2.

Se puede ver que R es una relación reflexiva pero no transitiva (pues 0R 3
2
y 3

2
R 3 pero

no sucede que 0R 3). Luego:

Vx = {y ∈ X
∣

∣ y Rx} ∪ {x} = (x− 2, x+ 2) ∪ {x} = (x− 2, x+ 2),

además:

H =
{

Vx
∣

∣ x ∈ X
}

donde Vx = (x− 2, x+ 2).

Al realizar las intersecciones finitas de estos intervalos y luego las uniones arbitrarias

resulta la topoloǵıa usual de R, la cual no es de Alexandroff pues dada la familia de

abiertos de TR
{(

−
1

n
,
1

n

)

∣

∣ n ∈ N

}

se tiene
⋂

n∈N

(

−
1

n
,
1

n

)

= {0} 6∈ TR.

1.2. Comparación de topoloǵıas

Como se evidenció en los ejemplos anteriores, las topoloǵıas CR, SR y TR pueden ser

distintas.

1.2.1. En general

Ejemplo 1.8. Considérese el conjunto X = {a, b, c} dotado de la relación:

R = {(a, b), (b, c)}.

La figura 1.1 muestra la relación R mediante un diagrama. Esta relación se puede

obtener considerando tres números naturales con el orden usual estricto no transitivo.
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b

a
b

b

b

c

Figura 1.1: Diagrama del ejemplo 1.8

Se tiene:

CR = {∅, {a}, {a, b}, X}.

Por otro lado, se tiene:

G = {∅, {a}, {b}},

β(G) = {∅, {a}, {b}, X},

SR = {∅, {a}, {b}, {a, b}, X}.

Finalmente se tiene:

H = {{a}, {a, b}, {b, c}},

β(H) = {∅, {a}, {b}, {a, b}, {b, c}, X},

TR = {∅, {a}, {b}, {a, b}, {b, c}, X}.

En este ejemplo se puede evidenciar que, en general, TR 6⊆ CR, TR 6⊆ SR y SR 6⊆ CR.

Ejemplo 1.9. Considérese el conjunto X = {a, b, c, d} con la relación R dada por

el diagrama de la figura 1.2. Esta relación se puede obtener considerando los divisores

positivos de 6 con la divisibilidad estricta.

d

b c

a

Figura 1.2: Diagrama del ejemplo 1.9

Entonces se tiene:

CR = {∅, {a}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}, X}.
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Por otro lado, se tiene:

G = {∅, {a}, {a, b, c}},

β(G) = {∅, {a}, {a, b, c}, X},

SR = {∅, {a}, {a, b, c}, X}.

Finalmente se tiene:

H = {{a}, {a, b}, {a, c}, X},

β(H) = {{a}, {a, b}, {a, c}, X},

TR = {∅, {a}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}, X} = CR.

En este ejemplo se puede evidenciar que, en general, CR 6⊆ SR.

Ejemplo 1.10. Considérese el conjunto X = {a, b, c} dotado de la relación

R = {(a, b), (b, a), (a, c), (c, a), (b, c), (c, b)}.

Esta relación se puede entender como el complemento de la igualdad o la relación “ser

diferente de”. El diagrama de R se puede evidenciar en la figura 1.3.

a

b

c

Figura 1.3: Diagrama del ejemplo 1.10

Entonces se tiene:

CR = {∅, X}.

Por otro lado, se tiene:

G = {{b, c}, {a, c}, {a, b}},

β(G) = {{a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, X},

SR = P(X).
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Finalmente se tiene:

H = {X},

β(H) = {X},

TR = {∅, X} = CR.

En este ejemplo se puede evidenciar que, en general, SR 6⊆ TR.

Afirmación 1.11. Sea X un conjunto dotado de una relación binaria R. Para las

topoloǵıas CR y TR se tiene CR ⊆ TR.

Demostración. Sea A ∈ CR. Para cada x ∈ A se construye el conjunto:

Vx = { y ∈ X
∣

∣ y Rx } ∪ {x}.

Por definición de CR se tiene que Vx ⊆ A para cada x ∈ A. Luego:

⋃

x∈A

Vx ⊆ A.

Por otro lado, si x ∈ A entonces x ∈ Vx, y por tanto x ∈
⋃

x∈A Vx. Por tanto se tiene:

A ⊆
⋃

x∈A

Vx

mostrando aśı que

A =
⋃

x∈A

Vx.

Aśı se concluye que A ∈ TR, demostrando que CR ⊆ TR.

Las relaciones de contenencia entre las topoloǵıas CR, SR y TR se pueden resumir en la

figura 1.4 en la página siguiente.

1.2.2. Condiciones adicionales

Afirmación 1.12. Sea X un conjunto dotado de una relación reflexiva R. Para las

topoloǵıas SR y TR descritas en la definición 1.3 se tiene SR = TR.

Demostración. En efecto, si la relación R es reflexiva entonces para cada x se tiene

xRx de donde x ∈ {y ∈ X
∣

∣ y Rx} = Ux. En consecuencia Vx = Ux ∪ {x} = Ux para

cada x, luego G = H y por fin SR = 〈G〉 = 〈H〉 = TR.
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CR

TR SR

Ejemplo 1.8

Ejemplo 1.9

Ejemplo 1.10

Afirmación 1.11

6⊆

6⊇

6⊇

6⊆

6⊆

⊇

Figura 1.4: Relación entre las topoloǵıas CR, SR y TR

La rećıproca no es cierta en general, como se puede evidenciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.13. Considérese el conjunto X = {a, b, c} dotado de la relación

R = {(a, b), (b, c), (c, a)}.

El diagrama de R se puede evidenciar en la figura 1.5.

a

b

c

Figura 1.5: Diagrama del ejemplo 1.13

Entonces se tiene:

CR = {∅, X}.

Por otro lado, se tiene:

G = {{c}, {a}, {b}},

β(G) = {∅, {a}, {b}, {c}, X},

SR = P(X).
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Finalmente se tiene:

H = {{a, c}, {a, b}, {b, c}},

β(H) = {{a}, {b}, {c}, {a, c}, {a, b}, {b, c}, X},

TR = P(X).

Se puede ver que SR = TR, pero R no es reflexiva pues no se tiene aR a, bR b ni cR c.

Afirmación 1.14. Sea X un conjunto dotado de una relación transitiva R. Para las

topoloǵıas CR y SR se tiene SR ⊆ CR.

Demostración. Sea A ∈ SR, y sean x ∈ A, y ∈ X con y Rx. Como A ∈ SR, entonces

A =
⋃

j∈J Bj con Bj ∈ β(G) para cada j ∈ J . Dado que x ∈ A, entonces x ∈ Bj0 para

algún j0 ∈ J . Luego se tiene Bj0 =
⋂n
i=1Bj0i con Bj0i ∈ G para cada i ∈ {1, . . . , n}, y

por tanto x ∈ Bj0i para cada i ∈ {1, . . . , n}. Para cada conjunto Bj0i existe un elemento

xj0i ∈ X tal que Bj0i = Uxj0i , de donde xRxj0i. Por hipótesis se tiene y R x y como

R es transitiva entonces y R xj0i, y por tanto y ∈ Bj0i para cada i ∈ {1, . . . , n}. Aśı se

tiene y ∈ Bj0 , y por tanto y ∈ Bj0 ⊆
⋃

j∈J Bj = A, es decir, y ∈ A. Finalmente se ha

podido verificar que A ∈ CR, y aśı SR ⊆ CR.

La rećıproca de esta afirmación también es cierta, como se puede evidenciar a conti-

nuación.

Afirmación 1.15. En un conjunto X dotado de una relación binaria R se consideran

las topoloǵıas CR y SR. Si SR ⊆ CR entonces R es transitiva.

Demostración. Sean a, b, c ∈ X tales que aR b y bR c. Entonces b ∈ Uc y por hipótesis

se tiene Uc ∈ CR. Dado que b ∈ Uc y aR b se sigue a ∈ Uc, es decir, aR c y por tanto R

es una relación transitiva.

Lo expuesto anteriormente se puede resumir en el siguiente corolario.

Corolario 1.16. En un conjunto X dotado de una relación binaria R se consideran

las topoloǵıas CR y SR. Se tiene SR ⊆ CR si y solamente si R es transitiva.

Afirmación 1.17. Sea X un conjunto dotado de una relación transitiva R. Para las

topoloǵıas CR y TR se tiene TR ⊆ CR.
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Demostración. Sea A ∈ TR, y sean x ∈ A, y ∈ X con y Rx. Como A ∈ TR, entonces

A =
⋃

j∈J Cj con Cj ∈ β(H) para cada j ∈ J . Dado que x ∈ A, entonces x ∈ Cj0 para

algún j0 ∈ J . Luego se tiene Cj0 =
⋂n
i=1Cj0i con Cj0i ∈ H para cada i ∈ {1, . . . , n},

y por tanto x ∈ Cj0i para cada i ∈ {1, . . . , n}. Para cada conjunto Cj0i existe un

elemento xj0i ∈ X tal que Cj0i = Vxj0i = {y ∈ X
∣

∣ y R xj0i}∪{xj0i}. Ahora es necesario

considerar dos casos:

a) Si x ∈ {y ∈ X | y Rxj0i} entonces xRxj0i. Por hipótesis se tiene y R x y como R es

transitiva entonces y R xj0i, y por tanto y ∈ Cj0i para cada i ∈ {1, . . . , n}. Aśı se

tiene y ∈ Cj0 , y por tanto y ∈ Cj0 ⊆
⋃

j∈J Cj = A, es decir, y ∈ A.

b) Si x ∈ {xj0i}, entonces evidentemente x = xj0i y por tanto y Rxj0i. De la misma

manera que en el caso anterior se concluye que y ∈ A.

Finalmente se ha verificado que A ∈ CR, y aśı TR ⊆ CR.

Corolario 1.18. Sea X un conjunto dotado de una relación transitiva R. Para las

topoloǵıas CR y TR se tiene TR = CR.

Demostración. Como por la afirmación 1.11 siempre se tiene CR ⊆ TR, en realidad

TR ⊆ CR si y solamente si TR = CR.

El rećıproco no es cierto en general, como se puede evidenciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.19. Sea X = {a, b, c} dotado de la relación:

R = {(b, c), (c, b)}.

El diagrama de R se puede evidenciar en la figura 1.6.

a

b

c

Figura 1.6: Diagrama del ejemplo 1.19

Entonces se tiene:

CR = {∅, {a}, {b, c}, X}.
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Por otro lado, se tiene:

G = {∅, {c}, {b}},

β(G) = {∅, {b}, {c}, X},

SR = {∅, {b}, {c}, {b, c}, X}.

Finalmente se tiene:

H = {{a}, {b, c}},

β(H) = {∅, {a}, {b, c}, X},

TR = {∅, {a}, {b, c}, X}.

Aśı en este caso TR = CR, pero R no es transitiva pues bR c y cR b, pero no sucede que

bR b (y de igual forma, no sucede que cR c).

Ahora bien, si R es una relación reflexiva entonces SR = TR (afirmación 1.12), y si R es

una relación transitiva entonces CR = TR (corolario 1.18). De alĺı se obtiene el siguiente

resultado.

Corolario 1.20. Sea X un conjunto dotado de una relación de preorden R (esto es,

reflexiva y transitiva). Para las topoloǵıas CR, SR y TR se tiene que ellas todas coinciden,

CR = SR = TR.

El rećıproco no es cierto en general, como se puede evidenciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.21. Se considera el conjunto Z de los números enteros con la relación <

del orden usual estricto. Para cada entero x se tiene

Ux = {n
∣

∣ n < x}

y, por otro lado,

Vx = {n
∣

∣ n < x} ∪ {x} = {n
∣

∣ n ≤ x} = Ux+1.

Se sigue que {Ux}x∈Z = {Vx}x∈Z, es decir, G = H y por tanto SR = TR. Por otro lado,

dado que la relación < es transitiva entonces por el corolario 1.18 se tiene CR = TR.

De esta manera CR = SR = TR (es decir, CR, SR y TR coinciden), pero < no es una

relación reflexiva.
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En el caso de una relación de preorden R, la topoloǵıa común CR = SR = TR es la que

tradicionalmente se asocia a conjuntos ordenados (véase [10], [24]), y en la literatura se

denomina “topoloǵıa de colas a izquierda”. Este nombre se debe a que las “colas” Vx

se pueden tomar como base de la topoloǵıa, lo cual se demuestra a continuación.

Afirmación 1.22. Sea X un conjunto dotado de una relación de preorden R. En este

caso H = {Vx
∣

∣ x ∈ X} es una base de topoloǵıa sobre X.

Nota 1.23. Dado que la relación R es reflexiva, por la prueba de la afirmación 1.12

se observa que Ux = Vx para cada x, de donde G = H. Aśı, esta afirmación también

se puede enunciar de manera equivalente con la base G = {Ux
∣

∣ x ∈ X}. En cualquier

caso, la topoloǵıa que genera esta base es 〈H〉 = TR que, por los resultados anteriores,

en estas circunstancias es igual a SR y a CR.

Demostración.

a) Dados Vx, Vy ∈ H y z ∈ Vx ∩ Vy, se tiene z ∈ Vz ⊆ Vx ∩ Vy con Vz ∈ H.

En efecto, por definición es z ∈ Vz. Ahora dado m ∈ Vz se tiene mRz (no es

necesario considerar por aparte el caso m = z porque la relación R es reflexiva) y

la hipótesis z ∈ Vx ∩ Vy implica z R x y z R y. Como R es una relación transitiva,

resulta mRx y mRy de donde m ∈ Vx y m ∈ Vy, es decir, m ∈ Vx ∩ Vy. De esta

manera Vz ⊆ Vx ∩ Vy.

b) X =
⋃

x∈X

Vx.

Como Vx ⊆ X para cada x, de manera trivial
⋃

x∈X Vx ⊆ X. Y como x ∈ Vx para

cada x ∈ X, también de manera trivial X ⊆
⋃

x∈X Vx.

Aśı se demuestra que H es base.

1.3. Estudio dual

Ahora se considera un estudio análogo pero realizando las construcciones “hacia la

derecha” y no “hacia la izquierda” como se trabajó hasta ahora, probando que se

cumplen las mismas propiedades.

20



1.3.1. Definiciones

Como antes, R es una relación binaria sobre el conjunto X.

Afirmación 1.24. Dado el conjunto

C ′ = { S ⊆ X
∣

∣ x ∈ S , xR y implica y ∈ S }

entonces C ′ es una topoloǵıa sobre X.

Definición 1.25. Sobre X se definen las topoloǵıas siguientes:

C
′

R = { S ⊆ X
∣

∣ x ∈ S , xR y implica y ∈ S }

S
′

R = 〈G′〉 donde G′ =
{

U
′

x

∣

∣ x ∈ X
}

y U
′

x = {y ∈ X
∣

∣ xR y}

T
′

R = 〈H ′〉 donde H ′ =
{

V
′

x

∣

∣ x ∈ X
}

y V
′

x = U
′

x ∪ {x}

Afirmación 1.26. La topoloǵıa C
′

R es una topoloǵıa de Alexandroff sobre X.

Ejemplo 1.27. En general, S
′

R no es una topoloǵıa de Alexandroff. Sea X = (0, 1] y

sea R la relación:

xR y si y solamente si x > y.

Luego:

G
′

=
{

U
′

x | x ∈ X
}

donde U
′

x = (x, 1],

β(G
′

) = G
′

= S
′

R.

Ahora, considérese la familia de abiertos de S
′

R:

{(

1−
1

n
, 1

]

∣

∣ n ∈ N

}

entonces:
⋂

n∈N

(

1−
1

n
, 1

]

= {1} 6∈ S
′

R.

Por tanto S
′

R no es una topoloǵıa de Alexandroff.

Ejemplo 1.28. En general, T
′

R no es una topoloǵıa de Alexandroff. El ejemplo 1.7

verifica esto, dado que la relación usada alĺı es simétrica (véase la afirmación 1.45 más

adelante).
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1.3.2. Comparación de topoloǵıas

Ejemplo 1.29. Se considera el conjunto X = {a, b, c} del ejemplo 1.8 dotado de la

misma relación, entonces se tiene:

C
′

R = {∅, {c}, {b, c}, X}.

Por otro lado, se tiene:

G
′

= {{b}, {c}, ∅},

β(G
′

) = {∅, {b}, {c}, X},

S
′

R = {∅, {b}, {c}, {b, c}, X}.

Finalmente se tiene:

H
′

= {{a, b}, {b, c}, {c}},

β(H
′

) = {∅, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}, X},

T
′

R = {∅, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}, X}.

En este ejemplo se puede evidenciar que, en general, T
′

R 6⊆ C
′

R, T
′

R 6⊆ S
′

R y S
′

R 6⊆ C
′

R.

Ejemplo 1.30. Considérese de nuevo el conjunto X = {a, b, c, d} del ejemplo 1.9

dotado de la misma relación, entonces se tiene:

C
′

R = {∅, {d}, {b, d}, {c, d}, {b, c, d}, X}.

Por otro lado, se tiene:

G
′

= {{b, c, d}, {d}, ∅},

β(G
′

) = {∅, {d}, {b, c, d}, X},

S
′

R = {∅, {d}, {b, c, d}, X}.

Finalmente se tiene:

H
′

= {X, {b, d}, {c, d}, {d}},

β(H
′

) = {∅, {d}, {b, d}, {c, d}, X},

T
′

R = {∅, {d}, {b, d}, {c, d}, {b, c, d}, X}.

En este ejemplo se puede evidenciar que, en general, C
′

R 6⊆ S
′

R.

22



Ejemplo 1.31. En el conjunto X = {a, b, c} del ejemplo 1.10 dotado de la misma

relación, se tiene:

C
′

R = {∅, X}.

Por otro lado, se tiene:

G
′

= {{b, c}, {a, c}, {a, b}},

β(G
′

) = {{a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, X},

S
′

R = P(X).

Finalmente se tiene:

H
′

= {X},

β(H
′

) = {X},

T
′

R = {∅, X} = C
′

R.

En este ejemplo se puede evidenciar que, en general, S
′

R 6⊆ T
′

R .

Afirmación 1.32. Sea X un conjunto dotado de una relación binaria R. Para las

topoloǵıas C
′

R y T
′

R se tiene C
′

R ⊆ T
′

R .

Las relaciones de contenencia entre las topoloǵıas C
′

R, S
′

R y T
′

R se pueden resumir en la

figura 1.7.

C
′

R

T
′

R S
′

R

Ejemplo 1.29

Ejemplo 1.30

Ejemplo 1.31

Afirmación 1.32

6⊆

6⊇

6⊇

6⊆

6⊆

⊇

Figura 1.7: Relación entre las topoloǵıas C
′

R, S
′

R y T
′

R
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1.3.3. Condiciones adicionales

Afirmación 1.33. Sea X un conjunto dotado de una relación reflexiva R. Para las

topoloǵıas S
′

R y T
′

R descritas en la definición 1.25 se tiene S
′

R = T
′

R .

La rećıproca no es cierta en general, como se puede evidenciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.34. Considérese el conjunto X = {a, b, c} del Ejemplo 1.13 dotado de la

misma relación, entonces se tiene:

C
′

R = {∅, X}.

Por otro lado, se tiene:

G
′

= {{b}, {c}, {a}},

β(G
′

) = {∅, {a}, {b}, {c}, X},

S
′

R = P(X).

Finalmente se tiene:

H
′

= {{a, b}, {b, c}, {a, c}},

β(H
′

) = {{a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, X},

T
′

R = P(X).

Se puede ver que S
′

R = T
′

R , pero R no es reflexiva pues no se tiene aR a, bR b ni cR c.

Afirmación 1.35. Sea X un conjunto dotado de una relación transitiva R. Para las

topoloǵıas C
′

R y S
′

R se tiene S
′

R ⊆ C
′

R.

La rećıproca de esta afirmación también es cierta, como se puede evidenciar a conti-

nuación.

Afirmación 1.36. En un conjunto X dotado de una relación binaria R se consideran

las topoloǵıas C
′

R y S
′

R. Si S
′

R ⊆ C
′

R entonces R es transitiva.

Lo expuesto anteriormente se puede resumir en el siguiente corolario.

Corolario 1.37. En un conjunto X dotado de una relación binaria R se consideran

las topoloǵıas C
′

R y S
′

R. Se tiene S
′

R ⊆ C
′

R si y solamente si R es transitiva.
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Afirmación 1.38. Sea X un conjunto dotado de una relación transitiva R. Para las

topoloǵıas C
′

R y T
′

R se tiene T
′

R ⊆ C
′

R.

Corolario 1.39. Sea X un conjunto dotado de una relación transitiva R. Para las

topoloǵıas C
′

R y T
′

R se tiene T
′

R = C
′

R.

El rećıproco no es cierto en general, como se puede evidenciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.40. Considérese el conjunto X = {a, b, c} del ejemplo 1.19 dotado de la

misma relación, entonces se tiene:

C
′

R = {∅, {a}, {b, c}, X}.

Por otro lado, se tiene:

G
′

= {∅, {c}, {b}},

β(G
′

) = {∅, {b}, {c}, X},

S
′

R = {∅, {b}, {c}, {b, c}, X}.

Finalmente se tiene:

H
′

= {{a}, {b, c}},

β(H
′

) = {∅, {a}, {b, c}, X},

T
′

R = {∅, {a}, {b, c}, X}.

Aśı en este caso T
′

R = C
′

R, pero R no es transitiva pues bR c y cR b, pero no sucede que

bR b (y de igual forma, no sucede que cR c).

Ahora bien, si R es una relación reflexiva entonces S
′

R = T
′

R (afirmación 1.33), y si R es

una relación transitiva entonces C
′

R = T
′

R (corolario 1.39). De alĺı se obtiene el siguiente

resultado.

Corolario 1.41. Sea X un conjunto dotado de una relación de preorden R. Para las

topoloǵıas C
′

R, S
′

R y T
′

R se tiene que ellas todas coinciden, C
′

R = S
′

R = T
′

R .

El rećıproco no es cierto en general, como se puede evidenciar en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.42. Se considera el conjunto Z de los números enteros con la relación <

de orden usual estricto. Para cada entero x se tiene

U
′

x = {n
∣

∣ x < n}

y, por otro lado,

V
′

x = {n
∣

∣ x < n} ∪ {x} = {n
∣

∣ x ≤ n} = U
′

x−1.

Se sigue que {U
′

x}x∈Z = {V
′

x}x∈Z, es decir, G
′

= H
′

y por tanto S
′

R = T
′

R . Por otro lado,

dado que la relación < es transitiva entonces por el corolario 1.39 se tiene C
′

R = T
′

R .

De esta manera C
′

R = S
′

R = T
′

R (es decir, C
′

R, S
′

R y T
′

R coinciden), pero < no es una

relación reflexiva.

En el caso de una relación de preorden R, la topoloǵıa común C
′

R = S
′

R = T
′

R es la que

tradicionalmente se asocia a conjuntos ordenados (véase [10], [24]), y en la literatura se

denomina “topoloǵıa de colas a derecha”. Este nombre se debe a que las “colas” V
′

x se

pueden tomar como base de la topoloǵıa, lo cual se expresa a continuación.

Afirmación 1.43. Sea X un conjunto dotado de una relación de preorden R. En este

caso H
′

= {V
′

x

∣

∣ x ∈ X} es una base de topoloǵıa sobre X.

Nota 1.44. Dado que la relación R es reflexiva, se observa que U
′

x = V
′

x para cada x, de

donde G
′

= H
′

. Aśı, esta afirmación también se puede enunciar de manera equivalente

con la base G
′

= {U
′

x

∣

∣ x ∈ X}. La topoloǵıa que genera esta base es
〈

H
′
〉

= T
′

R que,

por los resultados anteriores, en estas circunstancias es igual a S
′

R y a C
′

R.

1.3.4. Igualdad de topoloǵıas

Afirmación 1.45. Sea X un conjunto dotado de una relación simétrica R. Para las

topoloǵıas CR, C
′

R, SR, S
′

R, TR y T
′

R descritas en las definiciones 1.3 y 1.25 se tiene:

CR = C
′

R,

SR = S
′

R,

TR = T
′

R .

Es decir, en este caso las topoloǵıas “a la derecha” y “a la izquierda” coinciden.
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Demostración. Como la relación R es simétrica se tiene xR y si y solo si y Rx. En

primer lugar, esto implica que las condiciones que definen las topoloǵıas CR y C
′

R son la

misma, de donde C
′

R = CR. Por otro lado, para cada x ∈ X se tiene U
′

x = Ux de donde

G
′

= G y S
′

R = SR. Por fin, también V
′

x = U
′

x∪{x} = Ux∪{x} = Vx, de donde H
′

= H

y T
′

R = TR.

Por la afirmación anterior y los corolarios 1.20 y 1.41 se obtiene el resultado siguiente.

Corolario 1.46. Sea X un conjunto dotado de una relación de equivalencia R (refle-

xiva, simétrica y transitiva). Para las topoloǵıas CR, C
′

R, SR, S
′

R, TR y T
′

R se tiene que

ellas todas coinciden.

1.4. Una equivalencia de categoŕıas

En la construcción de las secciones anteriores se vieron involucradas varias estructuras

como los espacios topológicos y las relaciones en conjuntos, entre las cuales se destacan

los espacios topológicos de Alexandroff y las relaciones de preorden. Como es bien sabido

en teoŕıa de categoŕıas, estas estructuras determinan sendas categoŕıas y la construcción

corresponde a un funtor.

1.4.1. Categoŕıas concretas

La construcción se realizará en el contexto de las categoŕıas concretas, para lo cual se

adopta la terminoloǵıa de Adámek (véase [1]). Las definiciones básicas de la teoŕıa de

categoŕıas se asumen conocidas (para mayores detalles véase [16]).

Ejemplo 1.47. Algunos ejemplos de categoŕıas que serán de utilidad son los siguientes:

Con: Tiene como objetos los conjuntos, los morfismos son las funciones y la

composición es la usual entre conjuntos.

Ab(X): Dado un espacio topológico X, la categoŕıa Ab(X) tiene como objetos

los abiertos de X y los morfismos son las inclusiones entre conjuntos, es decir,

existe un morfismo U −→ V si y solo si U ⊆ V .
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T op: Tiene como objetos los espacios topológicos, los morfismos son las funciones

continuas y la composición es la usual entre funciones.

Fib(X): Dado un espacio topológico fijo X, la categoŕıa Fib(X) tiene como ob-

jetos los pares (Y, f), llamados fibrados sobre X, donde Y es un espacio topológico

y f : Y −→ X es una función continua. Un morfismo h : (Y, f) −→ (W, g) es

una función continua h : Y −→ W tal que gh = f . En la teoŕıa de categoŕıas esto

se expresa diciendo que el siguiente diagrama conmuta.

X

Y

f

W

g

h

Rel: Tiene como objetos todos los pares (X,R), donde X es un conjunto y R es

una relación binaria en X. Un morfismo f : (X,R) −→ (Y, S) es un morfismo

de relaciones, es decir, una función f : X −→ Y tal que si xRx′ para x, x′ ∈ X

entonces f(x)S f(x′).

C op: Si C es una categoŕıa arbitraria, su categoŕıa dual C op tiene los mismos

objetos pero los morfismos tienen dirección opuesta. De esta manera si f : A→ B,

g : B → C son C -morfismos entonces f op : B → A y gop : C → B son C op-

morfismos, y f opgop : C → A se define por f opgop = (gf)op.

Dadas categoŕıas fijas C y D se define la categoŕıa DC que tiene como objetos los

funtores de C a D y como morfismos las transformaciones naturales entre dichos

funtores. En particular a la categoŕıa ConC op

se le llama categoŕıa de prehaces

sobre la categoŕıa C , y cuando C = Ab(X) entonces ConAb(X)op se le denomina

categoŕıa de prehaces sobre el espacio topológico X.

Como es bien sabido de teoŕıa de categoŕıas, un funtor F : C −→ D es una función

entre categoŕıas, entre los cuales se destacará el siguiente.

Definición 1.48. Sea C una categoŕıa cuyos objetos son conjuntos con alguna es-

tructura (algebraica, topológica, de orden, etc.) y cuyos morfismos son funciones que
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respetan dicha estructura. El funtor olvido F asigna a cada C -objeto C el conjunto C

olvidándose de su estructura, y a cada C -morfismo f la función conjuntista subyacente

f . En general, si C es una categoŕıa y B es una categoŕıa de C -objetos con estructura

entonces el funtor olvido F : B −→ C es el funtor que olvida la estructura de B.

Definición 1.49. Sea C una categoŕıa. Una categoŕıa concreta sobre C es un par

(A , U), donde A es una categoŕıa y U : A −→ C es el funtor olvido.

Ejemplo 1.50. Las categoŕıas Rel y T op son categoŕıas concretas sobre Con.

Definición 1.51. Sea (A , U) una categoŕıa concreta sobre C . La fibra de un C -objeto

X es la clase de todos los A -objetos M tales que U(M) = X. En la fibra se considera

la siguiente relación.

M ≤ N si existe un morfismo f :M −→ N con Uf = idX .

Afirmación 1.52. ≤ es una relación de preorden.

Definición 1.53. Si (A , U), (B, V ) son categoŕıas concretas sobre C , entonces un

funtor concreto de (A , U) en (B, V ) es un funtor F : A −→ B con U = V F . Tal

funtor se denota F : (A , U) −→ (B, V ).

Definición 1.54. Sean F,G funtores concretos de (A , U) en (B, V ), entonces F es

más fino que G, lo cual se denota F ≤ G, siempre que F (M) ≤ G(M) para cada

A -objeto M.

Definición 1.55. Si (A , U), (B, V ) son categoŕıas concretas sobre una categoŕıa C y

F,G : (A , U) −→ (B, V ) son funtores concretos, entonces una transformación natural

λ : F −→ G es concreta siempre que V λM = idU(M) para cada A -objeto M.

Nota 1.56. En adelante, por simplicidad una categoŕıa concreta (A , U) sobre C se

denota A .

Afirmación 1.57. Si F,G : A −→ B son funtores concretos entonces: F ≤ G si y

solamente si existe una única transformación natural concreta λ : F −→ G.

Definición 1.58. Sean A , B categoŕıas concretas sobre la categoŕıa C . Si G : A −→

B, F : B −→ A son funtores concretos entonces el par (F,G) es una correspondencia

de Galois (entre A y B sobre C ) siempre que FG ≤ idA e idB ≤ GF .
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Afirmación 1.59. Sean A , B categoŕıas concretas sobre C . Si G : A −→ B,

F : B −→ A son funtores concretos entonces (F,G) es una correspondencia de Galois

si y solamente si existen transformaciones naturales concretas η y ǫ para los cuales

(η, ǫ) : F ⊣ G : A −→ B son funtores adjuntos.

1.4.2. Construcción de funtores

Una de las topoloǵıas consideradas en la primera sección da lugar a un funtor.

Afirmación 1.60. Si f : (X,R) −→ (Y, S) es un morfismo de relaciones entonces

f : (X, CR) −→ (Y, CS)

es una función continua.

Demostración. Sea U ∈ CS un abierto, lo cual significa que

b ∈ U , aR b implica a ∈ U

para cada a, b ∈ Y . Ahora se considera la imagen rećıproca de U , sean y ∈ f−1(U) y

x ∈ X tales que xR y. Entonces f(y) ∈ U y, como f es un morfismo de relaciones,

f(x)S f(y) lo cual implica f(x) ∈ U porque U ∈ CS, aśı que x ∈ f−1(U). Como se ha

mostrado que

y ∈ f−1(U) , xR y implica x ∈ f−1(U)

para cada x, y ∈ X, entonces f−1(U) ∈ CR, es decir, f−1(U) es un abierto luego f es

una función continua.

Aśı resulta que C es un funtor de la categoŕıa de los conjuntos dotados de una relación

binaria en la categoŕıa de espacios topológicos. Más aún, se tiene lo siguiente.

Corolario 1.61. La correspondencia C : Rel −→ T op definida como:

i) A cada conjunto (X,R) dotado de una relación binaria R se asigna el espacio

topológico (X, CR)

ii) A cada morfismo de relaciones f : (X,R) −→ (Y, S) se asigna la función continua

f : (X, CR) −→ (Y, CS)
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es un funtor concreto.

Ahora es necesario desarrollar un camino en el sentido inverso, desde los espacios to-

pológicos hacia los conjuntos con una relación.

Afirmación 1.62. Sea (X, τ) un espacio topológico. Para x, y ∈ X son equivalentes:

i) y ∈ {x};

ii) y ∈ A implica x ∈ A para cada abierto A de X.

Demostración. En realidad, basta observar que para cualquier subconjunto S se tiene

S ∩ {y} 6= ∅ si y solo si y ∈ S. Sin embargo, con sumo detalle:

(i) ⇒ (ii). Si A ∈ τ es abierto y y ∈ A entonces y ∈ {x} implica A∩ {x} 6= ∅, es decir,

x ∈ A.

(ii) ⇒ (i). Sea B ∈ τ un abierto arbitrario tal que y ∈ B. Por hipótesis esto implica

x ∈ B, es decir, B ∩ {x} 6= ∅. Aśı y ∈ {x}.

Afirmación 1.63. Sea f : (X, τ) −→ (Y, µ) una función continua entre espacios to-

pológicos y sean x, y ∈ X.

Si y ∈ {x} entonces f(y) ∈ {f(x)}.

Demostración. Sea V ∈ µ un abierto de Y tal que f(y) ∈ V . Entonces f−1(V ) ∈ τ es

abierto en X porque f es continua. Como y ∈ {x}, de y ∈ f−1(V ) se sigue x ∈ f−1(V ),

es decir, f(x) ∈ V .

Puesto que f(y) ∈ V implica f(x) ∈ V , se concluye que f(y) ∈ {f(x)}.

De esta manera, si en cada espacio topológico (X, τ) se define la relación binaria Eτ

como: aEτ b si b ∈ {a} (esto es, si y solo si b ∈ A implica a ∈ A para cada abierto

A ∈ τ), entonces para cualquier función continua f : (X, τ) −→ (Y, µ) se concluye:

aEτ b implica f(a)Eµ f(b)

para cada a, b ∈ X, verificando aśı que f es un morfismo de relaciones.
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Afirmación 1.64. Si f : (X, τ) −→ (Y, µ) es una función continua, entonces la misma

función f : (X,Eτ ) −→ (Y,Eµ) es un morfismo de relaciones.

Aśı se obtiene un funtor E de la categoŕıa de los espacios topológicos en la categoŕıa de

los conjuntos dotados de una relación binaria.

Corolario 1.65. La correspondencia E : T op −→ Rel definida como:

i) A cada espacio topológico (X, τ) se asigna el conjunto (X,Eτ ) dotado de una

relación binaria Eτ

ii) A cada función continua f : (X, τ) −→ (Y, µ) se asigna el morfismo de relaciones

f : (X,Eτ ) −→ (Y,Eµ)

es un funtor concreto.

Nota 1.66. Dado un espacio topológico (X, τ), la relación Eτ definida anteriormente

en algunos contextos se conoce como el preorden de especialización y siempre es una

relación de preorden. Cabe resaltar que numerosos autores describen el preorden de

especialización en un sentido dual, es decir, la relación binaria E ′
τ como: aE ′

τ b si

a ∈ {b}. Teniendo en cuenta el teorema 1.63, se sigue cumpliendo que:

aE ′
τ b implica f(a)E ′

µ f(b).

Se puede verificar que Eτ y E ′
τ gozan de las mismas propiedades (en un sentido dual),

y por tanto es irrelevante cuál de las dos se escoge. Por cuestiones de redacción del

documento y del objetivo del mismo, se trabajará con la relación Eτ .

1.4.3. Adjunción

Afirmación 1.67. Sea f : X −→ Y una función, R una relación en X y µ una

topoloǵıa en Y . Son equivalentes:

i) f : (X,R) −→ (Y,Eµ) es un morfismo de relaciones

ii) f : (X, CR) −→ (Y, µ) es una función continua
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Demostración.

(i) ⇒ (ii). Sea U ∈ µ un abierto de Y y sea b ∈ f−1(U), es decir, f(b) ∈ U . Por hipótesis

se tiene:

aR b implica f(a)Eµ f(b)

para a, b ∈ X. Sea a ∈ X tal que aR b, entonces f(a)Eµ f(b) y aśı f(b) ∈ {f(a)}. Por

el teorema 1.62 se tiene f(a) ∈ U , y aśı a ∈ f−1(U). Como se mostró que:

b ∈ f−1(U), aR b implica a ∈ f−1(U)

entonces se tiene f−1(U) ∈ CR, de manera que f es una función continua.

(ii) ⇒ (i). Sean x, y ∈ X tales que xR y y sea V ∈ µ con f(y) ∈ V , de manera

que y ∈ f−1(V ). Como f es una función continua, entonces f−1(V ) ∈ CR. Dado que

y ∈ f−1(V ) y xR y entonces x ∈ f−1(V ), de donde se sigue que f(x) ∈ V . Luego,

se ha mostrado que f(y) ∈ V implica que f(x) ∈ V , y aśı f(y) ∈ {f(x)}, es decir,

f(x)Eµ f(y). Por tanto f es un morfismo de relaciones.

A partir de la afirmación anterior se mostrará que entre las categoŕıas T op y Rel

existe una adjunción. Sea τ una topoloǵıa arbitraria sobre un conjunto Y , entonces

idY : (Y,Eτ ) −→ (Y,Eτ )

es un morfismo de relaciones. Por la afirmación 1.67 se tiene que

idY : (Y, CEτ
) −→ (Y, τ)

es una función continua, de donde:

CEτ
≤ τ.

Como esto se cumple para cualquier espacio topológico (Y, τ), a nivel de funtores se

concluye:

CE ≤ idT op.

Cabe resaltar que, como conjuntos, se tiene la contenencia τ ⊆ CEτ
.

Por otro lado, sea R una relación arbitraria sobre un conjunto X, entonces

idX : (X, CR) −→ (X, CR)
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es una función continua. Por la afirmación 1.67 se tiene que

idX : (X,R) −→ (X,ECR
)

es un morfismo de relaciones, de donde:

R ≤ ECR
.

Como esto se cumple para cualquier conjunto (X,R) dotado de una relación binaria R,

a nivel de funtores se concluye:

idRel ≤ EC.

Ahora, dado que los funtores C : Rel −→ T op y E : T op −→ Rel verifican

CE ≤ idT op idRel ≤ EC

entonces (C, E) es una correspondencia de Galois. Finalmente, por la afirmación 1.59

existen transformaciones naturales concretas η y ǫ para los cuales (η, ǫ) : C ⊣ E :

T op −→ Rel son funtores adjuntos.

Teorema 1.68. Los funtores concretos C : Rel −→ T op y E : T op −→ Rel

constituyen un par adjunto.

Como es conocido en teoŕıa de categoŕıas, toda adjunción se restringe a una equivalencia

de categoŕıas entre las imágenes, que coinciden con los puntos fijos bajo los funtores

compuestos.

Afirmación 1.69. Para una relación binaria R las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

i) R es una relación de preorden

ii) R = Eτ para alguna topoloǵıa τ

iii) R = ECR

Demostración.

(i) ⇒ (iii). Siempre se tiene R ⊆ ECR
. En el otro sentido, supóngase que x (ECR

) y y

considérese el conjunto A = {z | z R y} = Uy. Como R es transitiva, por la afirmación
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1.14 este conjunto A es un abierto de CR; como R es reflexiva, y ∈ A. Por la definición

de ECR
se sigue x ∈ A, es decir, xR y. Aśı, ECR

⊆ R y se concluye la igualdad.

(iii) ⇒ (ii). Basta tomar τ = CR.

(ii) ⇒ (i). Toda relación de especialización es de preorden.

Por tanto, se puede evidenciar que los objetos de la categoŕıa Rel que quedan inva-

riantes bajo el funtor compuesto EC son precisamente las relaciones de preorden.

Afirmación 1.70. Sea τ una topoloǵıa arbitraria sobre X. Todo abierto de CEτ
es

intersección de abiertos de τ .

Demostración. Sea U ∈ CEτ
. Dados x /∈ U , y ∈ U se tiene x✚✚Eτ y, es decir, y /∈ {x}

luego existe un abierto Axy ∈ τ con y ∈ Axy, x /∈ Axy. Para cada x /∈ U fijo sea

Bx =
⋃

y∈U Axy. Se nota que Bx ∈ τ es abierto, que x /∈ Bx y que U ⊆ Bx. En

consecuencia U ⊆
⋂

x/∈U Bx. Pero en realidad esto es una igualdad, pues si z /∈ U

entonces z /∈ Bz luego z /∈
⋂

x/∈U Bx. En conclusión, U =
⋂

x/∈U Bx con Bx ∈ τ .

Afirmación 1.71. Para una topoloǵıa τ las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) τ es una topoloǵıa de Alexandroff

ii) τ = CR para alguna relación R

iii) τ = CEτ

Demostración.

(i) ⇒ (iii). Siempre τ ⊆ CEτ
. En el otro sentido, por la afirmación 1.70 todo abierto

de CEτ
es intersección de abiertos de τ . Como τ es una topoloǵıa de Alexandroff, esta

intersección pertenece a τ . Aśı CEτ
⊆ τ y se concluye la igualdad.

(iii) ⇒ (ii). Basta tomar R = Eτ .

(ii) ⇒ (i). Por la afirmación 1.5, toda topoloǵıa CR es de Alexandroff.

Por tanto, se puede evidenciar que los objetos de la categoŕıa T op que quedan inva-

riantes bajo el funtor compuesto CE son precisamente las topoloǵıas de Alexandroff.

Teorema 1.72. Existe una equivalencia entre la categoŕıa de los espacios de Alexandroff

y la categoŕıa de las relaciones de preorden.
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Demostración. Es consecuencia del teorema 1.68 y las caracterizaciones anteriores de

los puntos fijos bajo los funtores compuestos.

La correspondencia biyectiva entre espacios de Alexandroff y relaciones de preorden

se atribuye a P. Alexandroff. En la literatura se encuentran otras pruebas de esta

equivalencia de categoŕıas, pero algunas de ellas mucho más complicadas y largas que

la anterior (véase por ejemplo [7]).
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Caṕıtulo 2

Haces para modelos de Kripke

“modales”

Los modelos de Kripke son estructuras que fueron introducidas por Saul Kripke como

semántica para la lógica modal. Luego fueron adaptados como una semántica para la

lógica intuicionista, aśı que se puede hablar de modelos de Kripke “modales” y modelos

“intuicionistas”. Cualquier modelo de Kripke “intuicionista” se puede ver de manera

natural como un haz [10]. En este caṕıtulo se propone una forma de asociar un haz a

un modelo de Kripke “modal”.

Los conceptos básicos de la lógica modal pueden ser consultados en [11], [12] y [13],

mientras los elementos de la teoŕıa de haces se pueden encontrar en [17] y [25]. En las

secciones que siguen se presentan algunas nociones mı́nimas de estos temas y se fija la

terminoloǵıa empleada en el resto del documento.

2.1. Modelos de Kripke para la lógica modal

La lógica modal puede verse como una extensión de la lógica clásica que incluye opera-

dores de modalidad, en especial los operadores de necesidad y posibilidad. Si α es una

fórmula lógica entonces se definen las siguientes fórmulas.

�α “necesariamente α”

♦α “posiblemente α”
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Estos operadores se pueden definir cada uno en términos del otro mediante las equiva-

lencias que se muestran a continuación, aqúı ¬ denota la negación.

♦α ↔ ¬�¬α �α ↔ ¬♦¬α

Los operadores modales se rigen por una gran cantidad de axiomas que han adquirido

nomenclatura en la tradición matemática, se dan algunos ejemplos.

K. �(α → β) → (�α → �β)

T. �α → α

4. �α → ��α

B. α → �♦α

5. ♦α → �♦α

G. ♦�α → �♦α

Según los axiomas que se adopten para estos operadores se obtienen muchas lógicas

modales. En general se toman todos los axiomas de la lógica clásica (abreviados LC) y

se añaden algunos de los anteriores, o axiomas similares a ellos. Las siguientes combi-

naciones determinan las lógicas modales más conocidas.

N . LC + K

B. LC + K + T + B

S4. LC + K + T + 4

S4.2. LC + K + T + 4 + G

S5. LC + K + T + 4 + B, o bien, LC + K + T + 5

Aparte de los axiomas se adopta la regla de inferencia usual en la lógica clásica cono-

cida como modus ponens, además de la regla de necesitación que establece que toda

tautoloǵıa es necesaria.

Los axiomas y las reglas determinan la sintaxis de las lógicas modales. Respecto a la

semántica de las mismas, la más conocida está dada por los ya mencionados modelos

de Kripke que en alguna medida formalizan la idea de los mundos posibles de Leibniz.
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Definición 2.1. Un marco modal es una pareja µ = (X,R), donde X es un conjunto

llamado universo y cuyos elementos x ∈ X se denominan mundos, mientras R es una

relación binaria en X llamada relación de accesibilidad entre los mundos del marco.

Se nota que no existe restricción alguna sobre el conjunto X ni sobre la relación R.

Cuando se tiene xR y entonces se dice que el mundo y es accesible desde el mundo x.

De manera informal, la semántica de Kripke permite interpretar los operadores modales

de la siguiente manera.

La fórmula α es necesaria en un mundo si es verdadera en todos los mundos

accesibles desde él.

En otras palabras, �α es válida en x si α es válida en todo y con xR y.

La fórmula α es posible en un mundo si es verdadera en algún mundo accesible

desde él.

En otras palabras, ♦α es válida en x si α es válida en algún y con xR y.

De esta manera, para poder formalizar la lógica solo se requiere precisar la noción de

“verdad” o “validez” en un mundo. Esto se hace como en la lógica clásica, mediante

una valuación que especifica cuáles proposiciones son verdaderas y cuáles falsas.

Definición 2.2. Un modelo de Kripke es una pareja κ = (µ, υ), donde µ = (X,R)

es un marco modal mientras υ es una valuación que para cada x ∈ X consiste en una

función υx : L −→ {V, F} siendo L el conjunto de letras proposicionales.

De forma alternativa, la función υ está determinada de manera única por la función

siguiente.

υ : L −→ P(X) : p 7→
{

x ∈ X
∣

∣ υx(p) = V
}

Ahora en cada mundo x, la valuación “local” υx se extiende a todas las fórmulas pro-

posicionales de la manera usual en la lógica proposicional (véase [9]), dando lugar a la

función extendida υx. A continuación se incluye en esa definición las fórmulas modales,

dando rigor a las ideas expresadas arriba.

Definición 2.3. Sea κ = (µ, υ) un modelo de Kripke. Para cada letra p ∈ L, cada par

de fórmulas α, β y cada mundo x ∈ X se define:
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υx[p] = V si υx(p) = V

υx[¬α] = V si υx[α] = F

υx[α ∧ β] = V si υx[α] = V y υx[β] = V

υx[α ∨ β] = V si υx[α] = V o υx[β] = V

υx[α → β] = V si υx[α] = V implica υx[β] = V

υx[�α] = V si para cada y ∈ X con xR y se tiene υy[α] = V

υx[♦α] = V si para algún y ∈ X con xR y se tiene υy[α] = V

En este punto es conveniente introducir la notación más usual para la semántica.

Definición 2.4. Sea κ = (µ, υ) un modelo de Kripke. Una fórmula α es válida en un

mundo x ∈ X si υx[α] = V , lo cual se denota

κ |=
x

α.

En estos términos la definición 2.3 se traduce de la siguiente manera.

κ |=
x

p si y solo si υx(p) = V

κ |=
x

¬α si y solo si κ 2
x
α

κ |=
x

α ∧ β si y solo si κ |=
x

α y κ |=
x

β

κ |=
x

α ∨ β si y solo si κ |=
x

α o κ |=
x

β

κ |=
x

α → β si y solo si κ |=
x

α implica κ |=
x

β

κ |=
x

�α si y solo si κ |=
y

α para cada y con xR y

κ |=
x

♦α si y solo si κ |=
y

α para algún y con xR y

La validez de ciertas fórmulas en los modelos de Kripke está vinculada estrechamen-

te con las propiedades de la relación de accesibilidad entre los mundos posibles. Las

pruebas detalladas de los hechos siguientes se pueden encontrar en [13] y [15].
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Afirmación 2.5. Un marco modal es reflexivo si y sólo si para todo modelo de Kripke

sobre él y cualquier valuación la fórmula T: �p → p es válida en cada mundo (o de

forma equivalente, si la fórmula p→ ♦p es válida en cada mundo).

Afirmación 2.6. Un marco modal es simétrico si y sólo si para todo modelo de Kripke

sobre él y cualquier valuación la fórmula B: p → �♦p es válida en cada mundo (o de

forma equivalente, si la fórmula ♦�p→ p es válida en cada mundo).

Afirmación 2.7. Un marco modal es transitivo si y sólo si para todo modelo de Kripke

sobre él y cualquier valuación la fórmula 4: �p→ ��p es válida en cada mundo (o de

forma equivalente, si la fórmula ♦♦p→ ♦p es válida en cada mundo).

Una relación binaria R es convergente si para elementos x, y, z tales que xR y y xR z

existe un elemento u tal que y R u y z R u. Por ejemplo, es evidente que toda relación

simétrica es convergente, pero no al revés.

Afirmación 2.8. Un marco modal es convergente si y sólo si para todo modelo de

Kripke sobre él y cualquier valuación la fórmula G: ♦�p → �♦p es válida en cada

mundo.

Esto sugiere que algunas lógicas modales corresponden a marcos dados por relaciones

de cierto tipo. Las conclusiones siguientes también se pueden demostrar con rigor.

Teorema 2.9. Sea ϕ cualquier fórmula modal.

1. ϕ es deducible en la lógica S4 si y solo si es válida en todos los modelos de Kripke

sobre una relación reflexiva y transitiva, es decir, de preorden;

2. ϕ es deducible en la lógica S4.2 si y solo si es válida en todos los modelos de Kripke

sobre una relación reflexiva, transitiva y convergente;

3. ϕ es deducible en la lógica S5 si y solo si es válida en todos los modelos de Kripke

sobre una relación reflexiva, simétrica y transitiva, es decir, de equivalencia.

A continuación se muestran algunos ejemplos que ilustran las afirmaciones enunciadas.

Ejemplo 2.10. Considérese el conjunto X = {a, b, c, d, e } dotado de la relación:

R = {(a, b), (b, c), (c, d), (d, e)}.
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La figura 2.1 muestra la relación R mediante un diagrama. Esta relación se puede

obtener considerando cinco números naturales con el orden usual estricto no transitivo.

Sobre el marco modal µ = (X,R) se considera el modelo de Kripke κ = (µ, υ) donde υ

está dada por:

υ(p) = {b, c}, υ(q) = {a, b, c, d, e}.

Como se indicó, aqúı υ(p) indica que p es verdadera en b y en c, o de manera equivalente:

υa(p) = F, υb(p) = V, υc(p) = V, υd(p) = F, υe(p) = F.

De forma análoga, es υx(q) = V para cada x ∈ X.

Ahora se observan los hechos siguientes.

♣) Para el elemento a ∈ X, si se consideran todos los elementos y ∈ X tales que aR y

se observa que solo se trata de un elemento, que es b. Puesto que υb[p] = V , se

tiene υy[p] = V para cada y ∈ X con aR y, y en consecuencia υa[�p] = V , es

decir:

κ |=
a

�p.

De forma similar se tiene κ |=
b

�p, mientras κ 2
c
�p (pues cR d con υd[p] = F ),

κ 2
d
�p y por fin κ |=

e

�p (de manera trivial).

♣) Puesto que κ 2
a
p, de lo anterior se concluye que:

κ 2
a
�p→ p,

lo cual es consistente con la afirmación 2.5 pues la relación R no es reflexiva.

♣) Ya que existe y ∈ X con aR y tal que κ |=
y

�p (de hecho, la única posibilidad es el

elemento b y para este śı es válida la fórmula), se tiene:

κ |=
a

♦�p.

De nuevo, como κ 2
a
p se concluye que:

κ 2
a
♦�p→ p,

lo cual es consistente con la afirmación 2.6 pues la relación R no es simétrica.
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♣) Puesto que bR c y κ 2
c
�p, se tiene κ 2

b
��p. En consecuencia

κ 2
b
�p→ ��p,

lo cual es consistente con la afirmación 2.7 pues la relación R no es transitiva.

♣) De forma análoga se puede ver que κ |=
x

✷q para cada x ∈ X.

b

a
b

b

b

c
b

d

b

e

Figura 2.1: Diagrama del ejemplo 2.10

Ejemplo 2.11. Considérese el conjunto X = {a, b, c, d, e, f, g, h} con la relación R

dada por el diagrama de la figura 2.2. Esta relación se puede obtener considerando los

divisores positivos de 24 con la divisibilidad estricta.

a

b c

d e

f g

h

Figura 2.2: Diagrama del ejemplo 2.11

Sobre el marco modal µ = (X,R) se considera el modelo de Kripke κ = (µ, υ) donde υ

está dada por:

υ(p) = {d, f, g, h}, υ(q) = {e}.

En este modelo se observan los hechos siguientes.
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♣) Como υy[p] = V para cada y ∈ X con eR y, se tiene υe[�p] = V ; pero como

υe[p] = F se concluye:

κ 2
e
�p→ p.

Esto es consistente con la afirmación 2.5 pues la relación R no es reflexiva.

♣) Puesto que no existe elemento alguno y ∈ X con hR y, de manera trivial κ 2
h
♦p.

Ahora para cada x ∈ X con x 6= h se tiene xRh y κ 2
h
♦p, luego κ 2

x
�♦p para

todos estos elementos x 6= h. En cambio κ |=
h

�♦p, de nuevo porque no existe

elemento alguno y ∈ X con hR y.

♣) Ahora como υd[p] = V se obtiene:

κ 2
d
p→ �♦p.

Lo mismo sucede en los mundos f y g. Esto es consistente con la afirmación 2.6

pues la relación R no es simétrica.

Para una referencia más detallada de la lógica modal, los modelos de Kripke y la

expresión de propiedades de la relación de accesibilidad mediante la validez de fórmulas

modales, se puede consultar el trabajo [15].

2.2. Haces

Antes de una definición formal de haz, se mostrará un ejemplo inicial.

Ejemplo 2.12. Dado un espacio topológico X, se define la función

C : Ab(X)op −→ Con

para cada abierto U ∈ Ab(X) como sigue:

C(U) =
{

f : U −→ R
∣

∣ f es una función continua
}

.

Ahora, si V ⊆ U es un abierto y f ∈ C(U) entonces f |V es la restricción de f al

subconjunto abierto V . Como esta restricción también es continua, se tiene una función:

C(U) −→ C(V )

f 7−→ f |V
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De esta manera, C define un funtor contravariante Ab(X)op −→ Con.

Una caracteŕıstica especial de este funtor es que si {Ui}i∈I es un cubrimiento abierto

de U y {fi}i∈I es una familia de funciones continuas fi : Ui −→ R ∈ C(Ui), entonces

existe a lo más una función continua f : U −→ R ∈ C(U) que extiende esta familia,

esto es, con restricciones f |Ui
= fi para cada i ∈ I. Además, tal f existe si y sólo si

las funciones fi coinciden en las intersecciones de sus respectivos dominios, es decir,

fi(x) = fj(x) para cada x ∈ Ui ∩ Uj, con i, j ∈ I. Esto se verifica a continuación.

⇒) Si W ⊆ V ⊆ U entonces para cada f ∈ C(U) se tiene (f |V ) |W= f |W , es decir, la

restricción es transitiva. Aśı, dado que Ui ∩Uj ⊆ Ui ⊆ U , Ui ∩Uj ⊆ Uj ⊆ U y f |Ui
= fi

para cada i ∈ I entonces:

fi |Ui∩Uj
= (f |Ui

) |Ui∩Uj

= f |Ui∩Uj

= (f |Uj
) |Ui∩Uj

= fj |Ui∩Uj

y aśı las funciones fi, fj coinciden en las intersecciones de sus respectivos dominios.

⇐) Existencia. Dado x ∈ U , como {Ui}i∈I es un cubrimiento abierto de U existe i ∈ I

tal que x ∈ Ui y se define f(x) = fi(x).

Esta función está bien definida. Pues si x ∈ Ui ∩ Uj, entonces por hipótesis fi |Ui∩Uj
=

fj |Ui∩Uj
, es decir, fi(x) = fj(x). Por la definición se sigue de inmediato que f |Ui

= fi

para cada i ∈ I. Por la misma razón, dado que f coincide con la función continua fi

en el abierto Ui entonces f es continua en todo su dominio U .

Unicidad. Sea g : U −→ R una función continua tal que g |Ui
= fi para cada i ∈ I. Para

cada x ∈ U existe i ∈ I tal que x ∈ Ui y aśı:

g(x) = g |Ui
(x) = fi(x) = f(x).

Por tanto f = g.

Teniendo en cuenta lo anterior, se motiva la definición de haz dada a continuación.

Definición 2.13. Dado un espacio topológico X, un haz sobre X es un funtor contra-

variante H : Ab(X)op −→ Con tal que para cada U ∈ Ab(X) y cada cubrimiento

abierto {Ui}i∈I de U se tiene que, dados ai ∈ H(Ui) tales que ai |Ui∩Uj
= aj |Ui∩Uj

para

cada i, j ∈ I, existe un único a ∈ H(U) tal que a |Ui
= ai.
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En la definición anterior, para Ui ⊆ U se tiene una función HUUi
: U −→ Ui y el

elemento HUUi
(a) se denota a |Ui

, por analoǵıa con el caso de las funciones continuas

(véase el ejemplo 2.12). Aśı, la condición de compatibilidad ai |Ui∩Uj
= aj |Ui∩Uj

significa

la coincidencia de los elementos ai por las funciones del prehaz.

Esta definición 2.13 justifica el hecho de que los funtores F : Ab(X)op −→ Con se

denominan prehaces sobre X (véase el ejemplo 1.47).

Ejemplo 2.14. El ejemplo inicial 2.12, además de ser un haz, se puede generalizar de

varias maneras.

Si X, Y son espacios topológicos entonces para cada abierto U de X se define

CY (U) =
{

f : U −→ Y
∣

∣ f es una función continua
}

.

Con las restricciones, esto define un haz CY sobre el espacio X.

Ahora sea X un subconjunto abierto de algún R
n con su estructura métrica usual.

Fijado un entero k ≥ 0, para cada abierto U de X se define

Ck(U) =
{

f : U −→ R
∣

∣ f es una función k veces diferenciable
}

.

Con las restricciones, esto define un haz Ck sobre X.

Si X es un subconjunto abierto de algún C
n con su estructura métrica usual, para

cada abierto U de X se define

Cω(U) =
{

f : U −→ C
∣

∣ f es una función anaĺıtica
}

.

Con las restricciones, esto define un haz Cω sobre X.

Ejemplo 2.15. Sea X cualquier espacio topológico y sea x0 ∈ X un elemento fijo. Se

define el prehaz F : Ab(X)op −→ Con como sigue:

– Para cada abierto U es

F (U) =







Z si x0 ∈ U ;

{0} si x0 /∈ U.

– Para cada par de abiertos U , V tales que V ⊆ U es

FUV =







idZ si x0 ∈ V ;

0 (constante 0) si x0 /∈ V.
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Ahora se considera un cubrimiento abierto {Ui}i∈I de un abierto U y una familia {ni}i∈I

con ni ∈ F (Ui) tal que ni |Ui∩Uj
= nj |Ui∩Uj

para cada i, j ∈ I. Se nota que si x0 /∈ Ui

entonces ni = 0, en caso contrario podŕıa ser un entero no nulo.

♣) Si x0 ∈ U entonces x0 ∈ Ui para algún i ∈ I y se escoge n = ni ∈ F (U).

Este elemento no depende del ı́ndice i porque si también x0 ∈ Uj entonces x0 ∈

Ui ∩ Uj de donde ni = ni |Ui∩Uj
= nj |Ui∩Uj

= nj. En estas circunstancias, para

cada k ∈ I con x0 ∈ Uk se tiene nk = ni = n = n |Uk
mientras para cada k ∈ I

con x0 /∈ Uk se tiene nk = 0 = n |Uk
. Es claro que este elemento n ∈ F (U) es el

único que satisface estas restricciones.

♣) Si x0 /∈ U entonces x0 /∈ Ui para cada i ∈ I y se escoge 0 ∈ F (U).

En estas circunstancias, para cada k ∈ I se tiene nk = 0 = 0 |Uk
. De nuevo es

claro que este elemento 0 ∈ F (U) es el único que satisface estas restricciones.

En conclusión, este funtor F es un haz sobre X.

Todos los haces sobre un espacio topológico fijo X constituyen una categoŕıa, denotada

Sh(X), cuyos morfismos son las transformaciones naturales entre los haces.

2.2.1. Haces como espacios étale

En esta sección se plantea la noción de haz sobre un espacio topológico sin usar las he-

rramientas categóricas mencionadas en el apartado anterior. Aunque la presentación en

términos de funtores resulta muy elegante, definir esta noción usando solamente concep-

tos topológicos es mucho más práctico e intuitivo. En realidad, existe una equivalencia

entre las dos maneras de considerar los haces.

De fibrados a prehaces

Dado de nuevo el espacio topológico fijo X, en el ejemplo 1.47 se presentó un fibrado

sobre X como una pareja (E, p) donde p : E −→ X es una función continua. En este

contexto, dado x ∈ X la fibra de E sobre x es la imagen rećıproca p−1(x), a veces es

conveniente pensar un fibrado como una familia indexada de fibras. Por otro lado, una

sección del fibrado (E, p) sobre un abierto U de X es una función continua σ : U −→ E
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tal que pσ = iU siendo iU : U →֒ X la inclusión, es decir, p(σ(x)) = x para cada x ∈ U .

Ahora, dado un fibrado p : E −→ X, para cada abierto U de X se considera el conjunto

Γp(U) =
{

σ : U −→ E
∣

∣ σ es una sección
}

.

Como en los ejemplos del apartado anterior, si V ⊆ U entonces se tiene la función

restricción Γp(U) −→ Γp(V ), luego

Γp : Ab(X)op −→ Con

define un funtor contravariante. Es decir, cualquier fibrado determina un prehaz.

Ahora, sea U un abierto de X, sea {Ui}i∈I un cubrimiento abierto de U y sea {σi} una

familia de secciones con σi ∈ Γp(Ui) tal que σi |Ui∩Uj
= σj |Ui∩Uj

para cada i, j ∈ I.

Entonces se tiene:

♣) Para x ∈ U es x ∈ Ui para algún i ∈ I y se define σ(x) = σi(x).

Esta definición no depende del ı́ndice i porque si también x ∈ Uj entonces x ∈

Ui ∩ Uj de donde σi(x) = σi |Ui∩Uj
(x) = σj |Ui∩Uj

(x) = σj(x). Dado que σ

coincide con la función continua σi en el abierto Ui entonces σ es continua en

todo su dominio U . Además p(σ(x)) = p(σi(x)) = x de manera que pσ = iU . Aśı,

σ ∈ Γp(U) es una sección sobre U .

♣) Esta es la única sección σ tal que σ |Ui
= σi para cada i ∈ I.

La igualdad σ |Ui
= σi se sigue de inmediato por la definición. La unicidad también

es clara.

En conclusión, Γp es un haz de conjuntos sobre X, llamado el haz de secciones del

fibrado p. Aśı cada fibrado sobre el espacio topológico X determina un haz sobre X.

Ahora, si f : p −→ p
′

es un morfismo de fibrados sobre X (véase el ejemplo 1.47) y

s : U −→ E es una sección de p, entonces fs es una sección de p
′

pues p
′

fs = ps = iU .

Dado que s ∈ Γp(U) asigna un elemento fs ∈ Γp′ (U) entonces se tiene una función

Γp −→ Γp′ que en realidad es una transformación natural entre los haces Γp y Γp′ ,

notada f−. Por tanto, un morfismo de fibrados f : p −→ p
′

induce un morfismo de

haces Γf : Γp −→ Γp′ , y aśı

Γ : Fib(X) −→ ConAb(X)op

es un funtor donde Γp = Γp, y para f : p −→ p
′

se toma Γf = f−.
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De prehaces a fibrados

Dado un prehaz P : Ab(X)op −→ Con sobre el espacio X, se define ahora la noción

de germen respecto a P . Si x ∈ X, dadas las vecindades abiertas U , V de x y los

elementos s ∈ PU , t ∈ PV se define s ∼ t si existe una vecindad abierta W de x tal

que W ⊆ U ∩ V y s |W = t |W , es decir, si sus “restricciones”coinciden en PW . Para

un elemento x de X fijo esta relación ∼ es de equivalencia. Las propiedades reflexiva

y simétrica son evidentes por definición; para la propiedad transitiva sean s ∈ PU ,

t ∈ PV , u ∈ PW tales que s ∼ t y t ∼ u, entonces existen vecindades abiertas W1, W2

de x que satisfacen W1 ⊆ U ∩ V , W2 ⊆ V ∩W con s |W1
= t |W1

y t |W2
= u |W2

. Luego

W1 ∩W2 ⊆ U ∩W y se tiene la siguiente cadena de igualdades:

s |W1∩W2
= s |W1

|W1∩W2
= t |W1

|W1∩W2
= t |W1∩W2

= t |W2
|W1∩W2

= u |W2
|W1∩W2

= u |W1∩W2
,

lo cual muestra que s ∼ u. La clase de equivalencia de cada elemento s se denota

germxs y se denomina el germen de s en x respecto al prehaz P .

Ahora se considera el conjunto

Px =
{

germxs
∣

∣ s ∈ PU, U vecindad abierta de x
}

,

además se define ΛP =
⊔

x∈X Px (unión disyunta) y se define la función p : ΛP −→ X

como p(germxs) = x, de tal modo que cada Px es la imagen rećıproca del punto x.

Para definir una topoloǵıa adecuada sobre ΛP se nota que cada elemento s ∈ PU

determina una función ṡ : U −→ ΛP , x 7→ germxs, y se evidencia que pṡ = iU . Ahora

el conjunto

B = {ṡ(U) | s ∈ PU, U abierto en X}

de todas las imágenes ṡ(U) es una base para una topoloǵıa sobre ΛP . En efecto, por una

parte es claro que
⋃

B = ΛP . Ahora sea a ∈ ṡ(U)∩ ṫ(V ), entonces a = s(x) y a = t(x′)

para ciertos x, x′ ∈ X. Pero x = ps(x) = p(a) = pt(x′) = x′ luego a proviene del mismo

elemento x ∈ X por s y por t, y además x ∈ U ∩ V . Ahora s y t coinciden en x y como

en realidad se toman clases de equivalencia esto significa s ∼ t. Luego existe un abierto

W ⊆ U ∩ V tal que s y t coinciden en W . Aśı a ∈ ṡ(W ) = ṫ(W ) ⊆ ṡ(U) ∩ ṫ(V ). Lo

anterior evidencia que B es una base para una topoloǵıa sobre ΛP .

Se sigue de inmediato que p : ΛP −→ X no solo es continua sino que se trata de un

homeomorfismo local, esto es, cada elemento a ∈ ΛP posee alguna vecindad abierta
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A tal que la imagen p(A) es abierto y además la restricción p |A: A −→ p(A) es un

homeomorfismo.

Definición 2.16. Dado un espacio topológico X, un espacio étale sobre X es un par

(E, p) donde E es un espacio topológico y p : E −→ X es un homeomorfismo local.

Como todo homeomorfismo local en particular es una función continua, cada espacio

étale es un fibrado.

Aśı, por el procedimiento indicado, cada prehaz sobre un espacio topológico X define

un espacio étale sobre X.

Todos los espacios étale sobre un espacio topológico fijo X constituyen una categoŕıa,

denotada Et(X). Un morfismo entre dos espacios étale (E, p), (E ′, q) sobre X es una

función h : E −→ E ′ tal que qh = p.

Afirmación 2.17. Cada morfismo entre espacios étale es un homeomorfismo local.

Demostración. Sean p : E −→ X y q : E ′ −→ X espacios étale y sea h : p −→ q

un morfismo entre ellos. Para a ∈ E, h(a) ∈ E ′ existen respectivamente vecindades

abiertas U , V tales que p(U), q(V ) son abiertos y p |U : U −→ p(U), q |V : V −→ q(V )

son homeomorfismos, de donde W = p(U) ∩ q(V ) es un abierto en X. Ahora sea

U1 ⊆ U la imagen rećıproca de W por p, entonces la restricción p1 = p |U1
: U1 −→ W

es un homeomorfismo; asimismo sea V1 ⊆ V la imagen rećıproca de W por q, entonces

q1 = q |V1 : V1 −→ W es un homeomorfismo. Puesto que qh = p, también q1h1 = p1

(aqúı h1 = h |U1
) de donde h1 = (q1)

−1 p1 : U1 −→ V1 es un homeomorfismo. Por lo

tanto, h es un homeomorfismo local.

Además, una transformación natural h : P −→ Q entre prehaces define un morfismo

entre espacios étale. En efecto, para cada abierto U y cada x ∈ U sea hx la función

Px −→ Qx definida por hx(germxs) = germx(hU(s)), de manera que el siguiente dia-

grama conmuta:

PU QU

Px Qx

hU

hx

germxgermx
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Tomando la unión disyunta se obtiene una función h′ : ΛP −→ ΛQ, que es un morfismo

de espacios étale. De esta forma se define un funtor

Λ : ConAb(X)op −→ Fib(X).

Una equivalencia y una aproximación

Los haces sobre un espacio topológico pueden verse de dos maneras equivalentes: como

prehaces “exactos” (funtores que satisfacen la definición 2.13) o como fibrados que

son homeomorfismos locales (definición 2.16). Esta correspondencia es, en realidad una

equivalencia de categoŕıas que resulta del par adjunto Λ ⊣ Γ determinado por los

funtores construidos en los apartados anteriores. Esta situación se puede esquematizar

en el diagrama siguiente, donde los morfismos verticales corresponden a las inclusiones

de las categoŕıas mientras los morfismos de la base son las restricciones de Λ y Γ.

adjunción:

equivalencia:

Fib(X)

Et(X)

ConAb(X)op

Sh(X)

Γ

Λ

Teorema 2.18. Para un espacio topológico X existe una equivalencia entre la categoŕıa

Et(X) de los espacios étale sobre X y la categoŕıa Sh(X) de los haces sobre X.

Como en todos los casos de adjunción, el funtor compuesto ΛΓ : Fib(X) −→ Et(X)

determina un par adjunto con la inclusión y como tal es un mecanismo de aproximación:

para cualquier fibrado (E, p) sobre el espacio X, su imagen ΛΓp
= ΛΓ(E, p) es el espacio

étale que, en un sentido categórico, mejor se aproxima a (E, p). En particular, ΛΓp
es

isomorfo a (E, p) si y solo si este fibrado es un espacio étale.

Para una referencia más detallada sobre los haces se puede consultar el trabajo [8].
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2.3. Modelos de Kripke como fibrados

Como se indicó al principio de este caṕıtulo, se busca una forma de asociar un haz a

un modelo de Kripke “modal”. El camino que se sigue a continuación para alcanzar ese

objetivo es ver el modelo de Kripke como un fibrado sobre cierto espacio topológico.

2.3.1. Una construcción general

Para comenzar, se propone una manera de construir fibrados sobre un espacio topológico

dado. La siguiente terminoloǵıa es propia.

Definición 2.19. Sea p : A −→ B una función. Una presección de p es una función

σ : S −→ A donde S ⊆ B y además pσ = iS (inclusión de S en B).

Es decir, una presección es una inversa parcial a derecha de la función p.

Afirmación 2.20. Si S ⊆ B y σ : S −→ A una presección de p : A −→ B entonces

p |σ(S): σ(S) −→ S es una función biyectiva, con inversa σ.

Demostración. Si p(a) = p(b) con a, b ∈ σ(S), sean s, t ∈ S tales que a = σ(s), b = σ(t)

entonces s = pσ(s) = p(a) = p(b) = pσ(t) = t de donde a = σ(s) = σ(t) = b y p es

inyectiva. Por otro lado, para cada x ∈ S se tiene x = pσ(x) = p
(

σ(x)
)

con σ(x) ∈ σ(S)

luego p es sobreyectiva. La igualdad pσ = iS implica que la inversa de p es σ.

Definición 2.21. Sea X un espacio topológico con una subbase de abiertos H y sea

p : E −→ X una función. Dada una familia Σ de presecciones σ : V −→ E definidas

en abiertos generadores V ∈ H, sobre E se considera la topoloǵıa τΣ generada por las

imágenes de abiertos por estas presecciones, esto es:

τΣ =
〈

σ(A)
∣

∣ σ ∈ Σ, A es abierto en X
〉

.

Nótese que si bien el dominio de cada presección escogida σ debe ser un abierto subbási-

co V , para generar la topoloǵıa en E se toma no solo la imagen σ(V ) sino también todas

las imágenes σ(A) para A abierto arbitrario de X. Por supuesto, para σ : V −→ E fijo

esto se restringe a todos los abiertos A contenidos en V .

El hecho siguiente es una consecuencia inmediata de la definición.
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Afirmación 2.22. Para la topoloǵıa τΣ, cada presección σ : V −→ E ∈ Σ es una

función abierta.

Demostración. Si B ⊆ V es un abierto de V entonces B = V ∩A con A abierto de X,

luego B también es abierto de X porque V es abierto (generador). En consecuencia,

σ(B) es un abierto (generador) en E.

Las preguntas relevantes de esta construcción son bajo cuáles condiciones se tiene un

fibrado y cuándo las presecciones escogidas son en realidad secciones.

Teorema 2.23. Sea X un espacio topológico con una subbase de abiertos H, sea p :

E −→ X una función y sea Σ una familia de presecciones σ : V −→ E definidas en

abiertos generadores V ∈ H.

Dado e ∈ E, si existe alguna presección σ : V −→ E ∈ Σ tal que e ∈ σ(V ), entonces la

función p es continua en el punto e para las topoloǵıas τΣ y 〈H〉.

Demostración. Por hipótesis existe x ∈ V tal que σ(x) = e. Sea y = p(e) y sea U un

abierto de X tal que y ∈ U . Ahora:

y = p(e) = p
(

σ(x)
)

= pσ(x) = iV (x) = x

de donde x = y ∈ U∩V que es un abierto enX, luego σ(U∩V ) es un abierto (generador)

en E que contiene a σ(x) = e. En consecuencia se tiene:

p
(

σ(U ∩ V )
)

= pσ(U ∩ V ) = iV (U ∩ V ) = U ∩ V ⊆ U,

luego p es continua en e.

Ahora se pueden establecer condiciones suficientes para que la función p sea un fibrado.

Corolario 2.24. En las condiciones del teorema 2.23, si para cada e ∈ E existe alguna

presección σ : V −→ E ∈ Σ tal que e ∈ σ(V ), entonces

p : (E, τΣ) −→ (X, 〈H〉)

es una función continua y, por lo tanto, (E, p) es un fibrado sobre X.

La condición adicional sobre Σ significa el cubrimiento de E por integrantes de la

familia, es decir, se trata de una clase de sobreyectividad. Esta condición no siempre es

necesaria para la continuidad, pero bajo ciertas hipótesis adicionales śı lo es.
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Afirmación 2.25. Sea X un espacio topológico con una subbase de abiertos H, sea

p : E −→ X una función y sea Σ una familia de presecciones σ : V −→ E definidas en

abiertos generadores V ∈ H. Para cierto e ∈ E sea x = p(e) y supóngase que existe un

abierto U en X tal que x ∈ U y p−1(U) 6= E.

La función p es continua en el punto e para las topoloǵıas τΣ y 〈H〉 si y solo si existe

alguna presección σ : V −→ E ∈ Σ tal que e ∈ σ(V ).

Nótese que si la función p es sobreyectiva, la condición p−1(U) 6= E equivale a U 6= X.

Demostración.

⇒) Para el abierto dado U , como p(e) ∈ U y p es continua en este punto, existe un

abierto A ∈ τΣ tal que e ∈ A y p(A) ⊆ U , o lo que es lo mismo, A ⊆ p−1(U). Por la

hipótesis sobre U esta última contenencia implica A 6= E.

Por la manera en que se genera la topoloǵıa sobre E, e ∈ A con A abierto significa

e ∈
⋂

i∈I σi(Vi) ⊆ A para cierto conjunto finito I de ı́ndices, donde σi ∈ Σ y Vi ∈ H

para cada i ∈ I. Si I fuera vaćıo entonces la intersección sobre I seŕıa todo E de donde

A = E, lo cual es absurdo. Luego I 6= ∅ y e ∈ σ1(V1) con σ1 : V1 −→ E ∈ Σ.

⇐) Por el teorema 2.23.

Corolario 2.26. En las condiciones de la afirmación 2.25, supóngase además que para

cada elemento de la imagen x ∈ p(E) existe un abierto U de X tal que x ∈ U y

p−1(U) 6= E.

La función p : (E, τΣ) −→ (X, 〈H〉) es continua si y solo si para cada e ∈ E existe

alguna presección σ : V −→ E ∈ Σ tal que e ∈ σ(V ).

Ahora bien, las presecciones de Σ no siempre son funciones continuas para esta topoloǵıa

τΣ, es decir, no siempre resultan ser secciones. Esto se debe a que la proyección por p

de una intersección σ(V ) ∩ ρ(W ) no necesariamente coincide con toda la intersección

V ∩W , luego no siempre es un abierto en X.

Teorema 2.27. Sea X un espacio topológico con una subbase de abiertos H, sea p :

E −→ X una función y sea Σ una familia de presecciones σ : V −→ E definidas en

abiertos generadores V ∈ H.

Una presección σ : V −→ E ∈ Σ es continua en x ∈ V para las topoloǵıas 〈H〉 y τΣ si

y solo si para cada ρ : W −→ E ∈ Σ que satisface ρ(x) = σ(x) existe un abierto A de

X con x ∈ A ⊆ V ∩W tal que ρ |A= σ |A.
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Demostración.

⇒) Si σ es continua en x, sea ρ : W −→ E ∈ Σ con ρ(x) = σ(x) entonces ρ(W ) es

una vecindad abierta de σ(x) y por la continuidad existe una vecindad (que se puede

tomar abierta) A de x, contenida en el dominio de σ, tal que σ(A) ⊆ ρ(W ). Para cada

a ∈ A se tiene σ(a) = ρ(b) para algún b ∈ W , pero siendo σ, ρ presecciones resulta

a = pσ(a) = pρ(b) = b. De aqúı se concluye que a ∈ W , de donde A ⊆ V ∩W , pero

además que σ(a) = ρ(b) = ρ(a), es decir, σ |A= ρ |A.

⇐) Sea F una vecindad de σ(x) en E para la topoloǵıa τΣ, entonces existen finitos

generadores Wi ∈ H y presecciones ρi : Wi −→ E ∈ Σ (con 1 ≤ i ≤ n) tales que σ(x) ∈

ρ1(W1) ∩ ρ2(W2) ∩ · · · ∩ ρn(Wn) ⊆ F . Para cada i existe wi ∈ Wi tal que σ(x) = ρi(wi)

pero siendo presecciones resulta x = pσ(x) = pρi(wi) = wi de donde σ(x) = ρi(x). Por

hipótesis, existe un abierto Ai con x ∈ Ai ⊆ V ∩Wi tal que ρi |Ai
= σ |Ai

. Sea entonces

A = A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An, esta es una vecindad abierta de x y además para cada a ∈ A

se tiene σ(a) = ρi(a) ∈ ρi(Wi), luego σ(A) ⊆ F y aśı σ es continua en x.

Ahora se pueden establecer las condiciones para que todas las presecciones de la familia

Σ sean, en efecto, secciones de p.

Corolario 2.28. En las condiciones del teorema 2.27, todas las presecciones de Σ son

continuas para la topoloǵıa τΣ si y solo si para cada σ, ρ ∈ Σ tales que σ(x) = ρ(x) en

algún x ∈ X, existe un abierto A de X con x ∈ A tal que σ |A= ρ |A.

Nótese que, aún aśı, pueden existir secciones que no provengan de integrantes de la

familia Σ.

Combinando los resultados de este apartado se pueden enunciar algunas condiciones

suficientes para que el espacio construido (E, τΣ) sea un espacio étale sobre X.

Teorema 2.29. Sea X un espacio topológico con una subbase de abiertos H, sea p :

E −→ X una función y sea Σ una familia de presecciones σ : V −→ E definidas en

abiertos generadores V ∈ H. Si se cumple:

a) Para cada e ∈ E existe alguna presección σ : V −→ E ∈ Σ tal que e ∈ σ(V )

b) Para cada σ, ρ ∈ Σ tales que σ(x) = ρ(x) en algún x ∈ X existe un abierto A de X

con x ∈ A tal que σ |A= ρ |A
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entonces la función

p : (E, τΣ) −→ (X, 〈H〉)

es un homeomorfismo local y, por lo tanto, (E, p) es un espacio étale sobre X.

Demostración. Dado cualquier punto e ∈ E, por la hipótesis (a) existe una presección

σ : V −→ E ∈ Σ tal que e ∈ σ(V ), este conjunto σ(V ) es un abierto de E. Por

la afirmación 2.20 la función p |σ(V ): σ(V ) −→ V es biyectiva con inversa σ; por el

corolario 2.26 y de nuevo por (a) esta función p |σ(V ) es continua; por el corolario 2.28

y por (b) la función inversa σ también es continua. Luego la restricción de p al abierto

σ(V ) es un homeomorfismo y de esta manera p es un homeomorfismo local.

Vale la pena resaltar, por fin, que la construcción propuesta en este apartado depende de

la subbase H escogida y también de la familia Σ de presecciones (que también depende

de la subbase).

2.3.2. Construcción para un modelo de Kripke

En lo que sigue, κ = (µ, υ) es un modelo de Kripke sobre el marco modal µ = (X,R).

Para cada elemento x ∈ X se considera el conjunto Fx de las fórmulas modales válidas

en ese punto x, esto es:

Fx =
{

ϕ
∣

∣ κ �
x
ϕ
}

.

Por supuesto una misma fórmula puede ser válida en muchos puntos (véanse los ejem-

plos de la sección 2.1). Para indicar que una fórmula ϕ se está considerando en el

conjunto Fx se utilizará la notación ϕx ∈ Fx.

Ahora sea F =
⊔

x∈X Fx la unión disyunta de todos los conjuntos Fx, además se consi-

dera la función p : F −→ X definida como sigue:

p : F −→ X

ϕx 7−→ x

Aśı p (ϕx) = x, de manera que p−1(x) = Fx para cada x ∈ X.

Para ver la construcción anterior como un fibrado, primero se requiere una topoloǵıa

sobre el marco modal X. En el caṕıtulo 1 se estudiaron varias topoloǵıas asociadas de

manera natural a una relación binaria. Respecto a las topoloǵıas CR y SR para una
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relación arbitraria R, no se puede asegurar que para cada fórmula ϕx ∈ F exista algún

abierto U distinto de X tal que p(ϕx) = x ∈ U (véanse las condiciones en la afirmación

2.25). Ese es el caso del ejemplo 1.8, en el cual para c ∈ X no existe un abierto en CR

o en SR distinto de X que contenga a c. Sin embargo, para la topoloǵıa TR śı se puede

asegurar que para cada fórmula ϕx existe por lo menos un abierto básico Vx ∈ TR (en

principio distinto de X) tal que p(ϕx) = x ∈ Vx.

Por este motivo, para un modelo de Kripke κ = (µ, υ) sobre el marco modal µ =

(X,R) se considera el espacio topológico (X, TR). Se recuerda que TR = 〈H〉 donde

H =
{

Vx
∣

∣ x ∈ X
}

y Vx = {y ∈ X
∣

∣ y Rx} ∪ {x}.

Ahora, dada una fórmula ϕ ∈ Fx se construye una función σ = σϕx
: Vx −→ F de la

siguiente manera:






σ(x) = ϕ

σ(y) = (♦ϕ)y si y Rx con y 6= x

Nótese que como ϕ ∈ Fx, esto es κ �
x
ϕ, de y Rx se sigue que κ �

y
♦ϕ luego, en efecto,

♦ϕ ∈ Fy y la definición de σ tiene sentido. Cada función σ depende de la fórmula ϕ

y del punto x ∈ X donde se está considerando, aśı que de manera estricta se debeŕıa

escribir σϕx
. Sin embargo, para mayor claridad esta notación se omitirá cuando no sea

necesaria.

Como en todos los casos la función σ escoge una fórmula de la fibra sobre el punto, esto

es σ(z) ∈ Fz para cada z ∈ Vx, se nota que p
(

σ(z)
)

= z = iVx(z) aśı que pσ = iVx y cada

σ es una presección de p. Luego, para construir la topoloǵıa sobre el conjunto F se escoge

la siguiente familia de presecciones para el sistema de generadores H =
{

Vx
∣

∣ x ∈ X
}

:

Σ =
{

σϕx
: Vx −→ F

∣

∣ ϕ ∈ Fx, x ∈ X
}

.

Según la definición 2.21, la topoloǵıa sobre el conjunto F se genera mediante las imáge-

nes de las funciones σ ∈ Σ. En este caso se introduce una notación especial para estos

conjuntos generadores, a saber:

Wϕ = σ(Vx) =
{

(♦ϕ)y
∣

∣ yRx, y 6= x
}

∪ {ϕx }

para cada x ∈ X y cada ϕ ∈ Fx (de nuevo, en sentido estricto debeŕıa ser Wϕx
). Por la

afirmación 2.20 se concluye que en cada caso p |Wϕ
: Wϕ −→ Vx es una función biyectiva.

En estas condiciones, siguiendo la definición 2.21 se tiene la siguiente topoloǵıa:

τΣ =
〈

σ(Vx)
〉

=
〈

Wϕ

∣

∣ ϕ ∈ Fx, x ∈ X
〉

.
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Ahora se observa que para cualquier fórmula ϕ ∈ F =
⊔

x∈X Fx existe algún x ∈ X

tal que ϕ ∈ Fx, y luego se define la presección σ = σϕx
que satisface σ(x) = ϕx = ϕ,

de manera que ϕ ∈ σ(Vx) = Wϕ. Según el corolario 2.24, esto significa que para las

topoloǵıas escogidas la función p es continua.

Toda la discusión anterior es la demostración del siguiente hecho.

Teorema 2.30. Dado el modelo de Kripke κ = (µ, υ) sobre el marco modal µ = (X,R),

en el conjunto X se considera la topoloǵıa TR y en el conjunto F =
⊔

x∈X Fx la topoloǵıa
〈

Wϕ

∣

∣ ϕ ∈ Fx, x ∈ X
〉

. En estas condiciones la función proyección p : F −→ X es

continua, de manera que el modelo de Kripke es un fibrado sobre X.

En general, un modelo de Kripke considerado de esta manera no satisface la condición

(b) del teorema 2.29, luego no es un espacio étale. Sin embargo, por la teoŕıa de haces

(véase [17, 25]) se sabe que a cada fibrado se puede asociar un haz, que da lugar a

un espacio étale óptimo para el fibrado. De esta manera se puede asociar de manera

natural un haz (o espacio étale) a cualquier modelo de Kripke para la lógica modal.

El ejemplo que sigue ilustra el caso en el cual un modelo de Kripke visto como fibrado

no es un espacio étale. Por la discusión en el apartado anterior, esto se debe a que no

toda presección escogida es sección.

Ejemplo 2.31. Considérese el conjunto X = {a, b, c} dotado de la relación:

R = {(a, b), (b, c), (a, c), (a, a), (b, b), (c, c)}.

La figura 2.3 muestra la relación R mediante un diagrama. Esta relación se puede

obtener considerando tres números naturales con el orden usual (reflexivo y transitivo).

b

a

b

b

b

c

Figura 2.3: Diagrama del ejemplo 2.31

Entonces se tiene:

Va = {a} Vb = {a, b} Vc = {a, b, c} = X

58



de donde

TR = {∅, {a}, {a, b}, X}.

El conjunto F y la función p : F −→ X se definen como se describió antes. Una subbase

para la topoloǵıa de F está dada por:
{

Wϕc
, Wψb

, Wξa

∣

∣ κ �
c
ϕ, κ �

b
ψ y κ �

a
ξ
}

donde

Wϕc
= { (♦ϕ)a, (♦ϕ)b, ϕ } para κ �

c
ϕ

Wψb
= { (♦ψ)a, ψ } para κ �

b
ψ

Wξa = { ξ } para κ �
a
ξ

Ahora bien, para cualquier fórmula ϕ tal que κ �
c
ϕ, de bR c se sigue κ �

b
♦ϕ y entonces

también se tiene el abierto generador

W(♦ϕ)b = { (♦♦ϕ)a, (♦ϕ)b },

este es un caso particular de Wψb
tomando ψ = ♦ϕ. Por lo tanto la intersección

Wϕc
∩W(♦ϕ)b =

{

(♦ϕ)b
}

es un conjunto abierto.

Para cualquier presección σ definida en Vb o en Vc se tiene

σ−1
(

Wϕc
∩W(♦ϕ)b

)

= σ−1
(

{(♦ϕ)b}
)

= { b },

el cual no es abierto en X. Por tanto, σ no es una función continua y constituye una

presección que no es sección.

En otra perspectiva, las presecciones σϕc
y σ(♦ϕ)b, correspondientes a los abiertos gene-

radores Wϕc
y W(♦ϕ)b, coinciden en b pero no hay ningún abierto que contenga a este

punto y en el cual estas dos funciones coinciden. Según el teorema 2.29, esto se requiere

para que (F, p) sea un espacio étale.

Por fin, como
{

(♦ϕ)b
}

es un abierto de F pero su imagen

p
({

(♦ϕ)b
})

= { b }

no es un abierto de X, entonces p no es un homeomorfismo local aunque la restricción

a un conjunto unitario sea un homeomorfismo de manera trivial.
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Aśı, mediante este ejemplo se muestra que el fibrado determinado por un modelo de

Kripke asociado a la lógica modal no siempre es un espacio étale, ni siquiera cuando la

relación es de preorden.

2.3.3. El caso intuicionista

En este punto se puede señalar la diferencia esencial de la construcción propuesta en

esta tesis con la de los haces asociados a modelos de Kripke para la lógica intuicionista,

tanto a nivel proposicional como al de primer orden.

Lógica proposicional intuicionista

En el contexto de la lógica proposicional intuicionista (véase [11]), el conjunto base X

está dotado de una relación de preorden ≤ de manera que las tres topoloǵıas conside-

radas en el caṕıtulo 1 de esta tesis coinciden (corolario 1.20) y Vx = {y ∈ X
∣

∣ y ≤ x}

es la “cola a izquierda”. El modelo de Kripke se define igual que para la lógica modal

(definiciones 2.2 y 2.4). Sin embargo, en este caso se exige que la función de validez

satisfaga la siguiente condición para las letras proposicionales:

Si κ |=
x

p entonces κ |=
y

p para cada y ≤ x. (∗)

Luego la validez se extiende a todas las fórmulas proposicionales como sigue, nótese la

diferencia con la definición 2.3:

κ |=
x

α ∧ β si y solo si κ |=
x

α y κ |=
x

β

κ |=
x

α ∨ β si y solo si κ |=
x

α o κ |=
x

β

κ |=
x

α → β si y solo si κ |=
y

α implica κ |=
y

β para cada y ≤ x

κ |=
x

¬α si y solo si κ 2
y
α para cada y ≤ x

A partir de estas cláusulas se demuestra que la condición (∗) también se extiende a

todas las fórmulas.
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Los conjuntos Fx y su unión disyunta F se definen igual que en la sección anterior,

lo mismo que la función p : F −→ X. Dada una fórmula ϕ ∈ Fx se define la función

σ = σϕx
: Vx −→ F como

σ(y) = ϕy

para cada y ≤ x. En el contexto de la lógica proposicional intuicionista la misma

fórmula es válida en todo punto anterior a x, luego esta definición tiene pleno sentido.

En el caso de los modelos para la lógica modal esto no es aśı, en ese contexto la que es

válida en un punto anterior es la fórmula que indica la posibilidad de ϕ.

Estas funciones σ aśı definidas constituyen el conjunto Σ de las presecciones.

Ahora dados σ, ρ ∈ Σ tales que σ(x) = ρ(x) en algún x ∈ X, esto significa ϕx = ψx

donde ϕ ∈ Fz, ψ ∈ Fw son fórmulas y x ≤ z, x ≤ w. Pero entonces ϕ = ψ y para cada

y ≤ x se tiene σ(y) = ϕy = ψy = ρ(y), de manera que para el abierto A = Vx de X se

tiene σ |A= ρ |A.

Como se cumplen las condiciones del teorema 2.29, la función p : (F, τΣ) −→ (X, 〈H〉)

es un homeomorfismo local. Es decir, esta construcción aplicada a cualquier modelo de

Kripke para la lógica proposicional intuicionista siempre da como resultado un espacio

étale sobre el marco.

Lógica intuicionista de primer orden

Respecto a la lógica intuicionista de primer orden (véase [10]), de nuevo el conjunto base

X está dotado de una relación de preorden ≤. Ahora el modelo de Kripke está dado

por lo siguiente: para cada x ∈ X existe una estructura de primer orden Kx (todas del

mismo tipo), además para cada x, y ∈ X tales que y ≤ x existe un homomorfismo fyx :

Kx −→ Ky. Estos homomorfismos deben comportarse como un funtor (contravariante)

en los ı́ndices, esto es, fxx es el homomorfismo idéntico y fzyfyx = fzx para z ≤ y ≤ x.

En este caso el conjunto K es la unión disyunta de los universos Kx y p : K −→ X

es la proyección definida como antes. Dado un elemento α ∈ Kx se define la función

σ = σα : Vx −→ K como

σ(y) = fyx(α)

para cada y ≤ x, nótese que en particular σ(x) = fxx(α) = α. Estas funciones σ

aśı definidas constituyen el conjunto Σ de las presecciones.
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Si σ, ρ ∈ Σ satisfacen σ(x) = ρ(x) en algún x ∈ X, sean α ∈ Kz, β ∈ Kw con x ≤ z,

x ≤ w tales que fxz(α) = σ(x) = ρ(x) = fxw(β). Entonces para cada y ≤ x se tiene:

σ(y) = fyz(α) = fyx
(

fxz(α)
)

= fyx
(

fxw(β)
)

= fyw(β) = ρ(y),

de manera que para el abierto A = Vx de X se tiene σ |A= ρ |A.

Como de nuevo se cumplen las condiciones del teorema 2.29, la función proyección

p : (K, τΣ) −→ (X, 〈H〉) es un homeomorfismo local. Es decir, esta construcción aplicada

a cualquier modelo de Kripke para la lógica intuicionista de primer orden también da

como resultado un espacio étale sobre el marco.

En conclusión, el tratamiento elaborado en la sección 2.3.1 se aplica tanto a los modelos

de Kripke para la lógica modal estudiados en este trabajo como a los modelos de Kripke

para la lógica proposicional intuicionista dados en [11] y a los modelos de Kripke para la

lógica intuicionista de primer orden desarrollados en [10]. En el caso de la lógica modal

se obtiene un fibrado, en los otros dos casos resultan siempre espacios étale.
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Caṕıtulo 3

Gráficos Gama como haces

En este caṕıtulo se propone una forma de generar diferentes sistemas de gráficos existen-

ciales Gama modales a partir de su interpretación como un haz de hojas de aserción. En

el procedimiento se combinan las estructuras de fibrados y haces descritas en el caṕıtu-

lo anterior con los modelos de Kripke y los gráficos existenciales, todo de una forma

original y novedosa. El objetivo final es obtener las reglas de transformación Gama de

un modo más natural.

3.1. Los gráficos existenciales Gama

Los gráficos existenciales son un sistema de representación gráfico de la lógica, en el cual

por medio de una serie de herramientas tales como la hoja de aserción, las proposiciones

y los cortes se dibujan las sentencias, y luego mediante ciertas reglas de transformación

se pueden deducir nuevas sentencias a partir de unas dadas. Este sistema de representa-

ción fue publicado por primera vez en 1897 por Charles Sanders Peirce (1839-1914) con

el nombre entitative graphs o gráficos entitativos, pero luego de algunas modificaciones

él mismo decidió cambiarle el nombre al de existential graphs o gráficos existenciales.

Para más información general sobre estos gráficos se puede consultar la bibliograf́ıa, en

especial [22, 23, 26, 28, 29, 31].

Peirce dedicó el resto de su vida al desarrollo de los gráficos existenciales y los clasificó en

tres subsistemas:
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Gráficos existenciales Alfa, correspondientes al actual cálculo proposicional clási-

co;

Gráficos existenciales Beta, correspondientes a la lógica de primer orden con igual-

dad;

Gráficos existenciales Gama, que incluyen algunas lógicas modales.

Este trabajo de investigación está centrado en los gráficos existenciales Gama. Para un

estudio anterior sobre este subsistema se puede consultar el trabajo [18]. A continuación

se presentarán estos gráficos en un orden que ya se ha estandarizado explicando sus

elementos, interpretación, reglas de formación y reglas de transformación.

3.1.1. Elementos

Los gráficos Gama se construyen con los siguientes elementos:

Una superficie plana sobre la cual se va a escribir, llamada hoja de aserción.

Un número finito de proposiciones X1, X2, . . . , Xn.

Un número finito de cortes continuos que son curvas cerradas simples.

Un número finito de cortes quebrados que son curvas cerradas simples pero pre-

sentadas de manera interrumpida, quebrada o punteada.
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3.1.2. Reglas de formación

Una sintaxis o conjunto de reglas de formación para los gráficos Gama es la siguiente:

La hoja de aserción es un gráfico Gama.

Toda letra proposicional es un gráfico Gama.

Un corte (continuo o quebrado) sin elementos en su interior es un gráfico Gama.

La yuxtaposición de dos gráficos Gama también es un gráfico Gama.

Un gráfico Gama encerrado o rodeado por un corte (continuo o quebrado) también

es un gráfico.

En el contexto de los gráficos existenciales se define un corte doble como un par de

cortes en el cual uno rodea al otro mientras el área intermedia no contiene elementos.

En los gráficos Gama ocurren cuatro casos especiales:

♣) Un corte doble continuo es un corte doble en el cual ambos cortes son continuos.

♣) Un corte doble quebrado es un corte doble en el cual ambos cortes son quebrados.

♣) Un corte doble necesario es un corte doble en el cual el corte exterior es continuo y

el interior es quebrado.
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♣) Un corte doble posible es un corte doble en el cual el corte exterior es quebrado y

el interior es continuo.

3.1.3. Interpretación

Una semántica o interpretación de los gráficos es la siguiente:

Lo que se escribe sobre la hoja de aserción se interpreta como verdadero.

La yuxtaposición de gráficos se interpreta como la conjunción.

Lo que se escribe dentro de un corte continuo en la hoja de aserción se interpreta

como falso.

Lo que se escribe dentro de un corte quebrado en la hoja de aserción se interpreta

como posiblemente falso.

Esta última convención se basa en lo que escribió Peirce acerca del sentido del corte

quebrado [20, Vol. 4, §515]:

llueve

“Este diagrama no afirma que no llueve. Solo afirma que las reglas Alfa y

Beta no me obligan a admitir que llueve o, lo que viene a ser lo mismo, que

una persona sin información alguna, excepto un conocimiento profundo de

una lógica reducida a las partes Alfa y Beta de los gráficos existenciales, no

sabŕıa que llueve”.

Ejemplo 3.1. Siguen algunos gráficos Gama en los cuales A es una letra u otro gráfico.
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♣) Posiblemente no A (♦¬A):

A

♣) Posiblemente A (♦A):

A

♣) Necesariamente A (�A):

A

♣) Necesariamente no A (�¬A), o bien, no posiblemente A (¬♦A):

A

♣) A implica necesariamente B (A→ �B):

A B

♣) Posiblemente, A implica B (♦(A→ B)):

A B
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♣) Posiblemente, A implica la necesidad de B (♦(A→ �B)):

A B

3.1.4. Transformación

Las reglas de transformación para los gráficos existenciales son Borramiento en par (B),

Escritura en impar (E), Iteración hacia el interior (I), Desiteración desde el exterior (D)

y Corte doble (C) [22, 23, 26, 28, 29, 31]. Las reglas de transformación Gama resultan

de extender las reglas anteriores como se indica a continuación.

La cantidad de cortes para determinar el área de una región se cuenta igual para

cortes continuos y quebrados.

impar parimpar

par

impar par

En un área par, un corte continuo puede medio borrarse para transformarlo en un

corte quebrado, dejando su contenido intacto (este es un caso de Borramiento);

en un área impar, un corte quebrado puede completarse para transformarlo en un

corte continuo (este es un caso de Escritura).
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A

CB

B

E

A

CB

Adoptadas estas convenciones, si no se hacen más ajustes a las reglas de transformación

entonces el sistema se trivializa, en el sentido que se muestra a continuación.

Por una parte:

A

B

A

y, asumiendo que se puede afirmar al menos un gráfico necesario:

E I B

D B

A

N A

A

N A

A

A N A

A

A

A

A

A

De las dos deducciones gráficas anteriores se concluye que los gráficos

A A
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son transformables entre śı en cualquier área par.

Por otra parte:

E
X A X A

y, asumiendo de nuevo un gráfico necesario:

B I I

X

N

A X A X A

B C

X A A

X A X A

De estas deducciones gráficas se concluye que los gráficos

A A

son transformables entre śı en cualquier área impar.
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De esta manera, si no se modifican las reglas entonces o no puede afirmarse ningún

gráfico necesario, o bien todo corte quebrado puede transformarse en un corte continuo

y viceversa. En este último caso los cortes quebrados no representan nada nuevo en el

sistema, luego el sistema Gama se reduce a los gráficos Alfa.

Analizando con cuidado las deducciones anteriores se observa que el único paso no

admitido por el sistema Alfa es la iteración a través de cortes quebrados. Haciendo

concesiones sobre diferentes tipos de gráficos que se pueden iterar y desiterar, se obtienen

sistemas de gráficos existenciales para distintas lógicas modales. Este desarrollo se debe

a Jay Zeman [31], para más detalles véase también [18, 23, 29].

A. Un conjunto de reglas de transformación Gama para S4

En la sección 2.1 se observó que la lógica modal S4 de Lewis está dada por la lógica

clásica junto con los axiomas modalesK,T y 4. En su versión semántica, S4 corresponde

a modelos de Kripke con el marco modal reflexivo y transitivo, es decir, la relación R

del marco modal debe ser de preorden. Siguiendo la propuesta de Zeman dada en [31],

se adoptan las reglas siguientes para los gráficos Gama estudiados, la única regla que

cambia respecto a los gráficos Alfa es la de Iteración.

Borramiento (B): En un área par, cualquier gráfico puede borrarse y cualquier

corte continuo puede medio borrarse a un corte quebrado, dejando su contenido.

B
A B C A C

Escritura (E): En un área impar, cualquier gráfico puede escribirse y cualquier

corte quebrado puede completarse a un corte continuo.

E
A B A B C
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Iteración (I): Cualquier gráfico puede iterarse (repetirse) en su misma área.

Cualquier gráfico puede iterarse en cortes continuos adicionales (que no formen

parte del gráfico a iterar) en su misma área. En cortes quebrados adicionales en la

misma área, sólo pueden iterarse gráficos rodeados por un corte doble necesario.

I

I

A B A A B

A B A A B

Desiteración (D): Cualquier gráfico que pueda ser resultado de una iteración

permitida en la regla anterior, puede borrarse.

D

D

A A B A B

A A B A B

Corte doble (C): Un corte doble continuo puede borrarse o escribirse alrededor

de cualquier gráfico, en cualquier área. Un corte doble necesario y vaćıo puede

borrarse o escribirse en cualquier área.
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C

C

A B A B

A A

Como se pudo observar arriba en la discusión previa a las reglas, este último caso de la

regla de corte doble equivale a afirmar la existencia de algún gráfico necesario. También

corresponde a la regla de necesitación según la cual toda tautoloǵıa es necesaria.

A continuación siguen algunos ejemplos de transformaciones de gráficos en S4, teniendo

en cuenta que A se transforma en B, lo cual se denota A ⇛ B, si A es igual a B o si

B resulta de A por medio de las reglas de transformación de los gráficos Gama.

Ejemplo 3.2. �A→ �B ⇛ �A→ �(A ∧ B).

C I
A B A B A A B

E C

C

A A B A A B

A A B
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Ejemplo 3.3. �A ∧ ¬�(✷A ∧B) ⇛ ✷A ∧ ¬�B.

C D

C

A A B A A B

A B A B

Ejemplo 3.4. ♦(�A→ �B) ⇛ ♦(�A→ �(A ∧ B)).

C I

A B A B

E

A A B A A B

C C

A A B A A B
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El ejemplo siguiente es el axioma modal 4, muy propio de la lógica S4, que aqúı se

deduce a partir de la hoja vaćıa.

Ejemplo 3.5. ⇛ �A→ ��A.

C E I
A

A A

C
A A

B. Un conjunto de reglas de transformación Gama para S4.2

En la sección 2.1 se señaló que la lógica modal S4.2 está dada por la lógica clásica

junto con los axiomas modales K, T, 4 y G. En su versión semántica, S4.2 corresponde

a modelos de Kripke con el marco modal reflexivo, transitivo y convergente es decir,

la relación R del marco modal debe ser de preorden y además para cada elementos

x, y, z ∈ X tales que xR y y y R z existe un elemento u ∈ X tal que y Ru y z R u.

Siguiendo la propuesta de Zeman dada en [31], se adoptan las reglas siguientes para los

gráficos Gama estudiados, la única regla que cambia es la de Iteración.

Borramiento (B): En un área par, cualquier gráfico puede borrarse y cualquier

corte continuo puede medio borrarse a un corte quebrado, dejando su contenido.

Escritura (E): En un área impar, cualquier gráfico puede escribirse y cualquier

corte quebrado puede completarse a un corte continuo.

Iteración (I): Cualquier gráfico puede iterarse (repetirse) en su misma área.

Cualquier gráfico puede iterarse en cortes continuos adicionales (que no formen
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parte del gráfico a iterar) en su misma área. En cortes quebrados adicionales en

la misma área, pueden iterarse gráficos rodeados por un corte doble necesario o

gráficos rodeados por un corte doble quebrado.

I

I

A B A A B

A B A A B

I
A B A A B

Desiteración (D): Cualquier gráfico que pueda ser resultado de una iteración

permitida en la regla anterior, puede borrarse.

Corte doble (C): Un corte doble continuo puede borrarse o escribirse alrededor

de cualquier gráfico, en cualquier área. Un corte doble necesario y vaćıo puede

borrarse o escribirse en cualquier área.

El siguiente ejemplo de transformación de gráficos corresponde al axioma modal G, que

establece la diferencia entre los sistemas S4 y S4,2.

Ejemplo 3.6. ⇛ ♦�A→ �♦A.

C E I

A
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A A

E

A A

A A

C

C. Un conjunto de reglas de transformación Gama para S5

En la sección 2.1 se indicó que la lógica modal S5 está dada por la lógica clásica junto

con los axiomas modales K, T y 5. En su versión semántica, S5 corresponde a modelos

de Kripke con el marco modal reflexivo, simétrico y transitivo, es decir, la relación R

del marco modal debe ser de equivalencia. Siguiendo la propuesta de Zeman dada en

[31], se adoptan las reglas siguientes para los gráficos Gama estudiados, de nuevo la

única regla que cambia es la de Iteración.

Borramiento (B): En un área par, cualquier gráfico puede borrarse y cualquier

corte continuo puede medio borrarse a un corte quebrado, dejando su contenido.

Escritura (E): En un área impar, cualquier gráfico puede escribirse y cualquier

corte quebrado puede completarse a un corte continuo.

Iteración (I): Cualquier gráfico puede iterarse (repetirse) en su misma área.

Cualquier gráfico puede iterarse en cortes continuos adicionales (que no formen

parte del gráfico a iterar) en su misma área. En cortes quebrados adicionales en la

misma área, sólo pueden iterarse gráficos cuyos subgráficos mı́nimos están todos

rodeados por algún corte quebrado del gráfico. Aqúı “subgráficos mı́nimos” se

refiere a las letras y a las áreas vaćıas limitadas por un solo corte.
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I

I

A B C A B A B C

A B A A B

No se puede iterar por cortes quebrados los gráficos siguientes:

A B A B

Desiteración (D): Cualquier gráfico que pueda ser resultado de una iteración

permitida en la regla anterior, puede borrarse.

Corte doble (C): Un corte doble continuo puede borrarse o escribirse alrededor

de cualquier gráfico, en cualquier área. Un corte doble necesario y vaćıo puede

borrarse o escribirse en cualquier área.

El siguiente ejemplo de transformación de gráficos corresponde al axioma modal B, que

establece la diferencia entre los sistemas S4 y S5.

Ejemplo 3.7. ⇛ A→ �♦A.

E I EC
A A A
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C C
A A A A A A

3.2. Libros de Peirce-Kripke

Los diferentes sistemas de gráficos existenciales se desarrollan siempre sobre una hoja de

aserción. Sin embargo el creador de estos diagramas, Charles Peirce, en cierto momento

concibió la posibilidad de considerar varias hojas de manera simultánea. En efecto, en

[20, Vol. 4, §512] Peirce escribió:

“Pero en la parte Gama del asunto todas las clases antiguas de signos toman

formas nuevas... Aśı, en vez de una hoja de aserción tenemos un libro de

hojas separadas, unidas en ciertos puntos, o conectadas de otra manera.

Pues nuestra hoja Alfa, como un todo, representa simplemente un universo

de individuos existentes y las diferentes partes de la hoja representan hechos

o aserciones verdaderas hechas respecto a ese universo. En los cortes pasamos

a otras áreas, áreas de proposiciones imaginadas que no se han realizado.”

Esta idea se puede concretar combinándola con los modelos de Kripke, inventados unos

45 años después de la muerte de Peirce. En efecto, la idea de “conectar de otra manera”

diferentes hojas de aserción se puede realizar mediante una relación binaria cualquiera

entre las hojas. Imitando la idea de los modelos de Kripke se puede tomar un conjunto

base cuyos elementos representan las hojas y en el cual se define la relación.

De esta forma, los gráficos existenciales permiten construir un modelo de Kripke de

la siguiente manera: Dado cualquier marco modal (X,R), a cada elemento x ∈ X se

asocia una hoja de aserción en la cual, teniendo en cuenta la semántica de los gráficos,

todo lo que se escriba sobre ella se interpreta como verdadero y resulta asociado de

forma natural al elemento x ∈ X. Como tal, esta noción es del todo novedosa.
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Definición 3.8. Un libro de Peirce-Kripke consiste en un conjunto no vaćıo X dotado

de una relación binaria R, además a cada elemento x ∈ X se asocia una hoja de

aserción Hx.

De manera gráfica:

Hx Hy
X

R

x y
b b

Sobre cada hoja de aserción Hx se pueden desarrollar gráficos existenciales Alfa o Beta.

En el enfoque de este trabajo inicial, y además siguiendo la idea del mismo Peirce en

la cita mencionada arriba, aqúı solo se considerarán gráficos Alfa en cada hoja.

En este contexto se puede dar al corte quebrado una interpretación muy natural, pa-

sando aśı de los gráficos Alfa a los gráficos Gama modales. Pues si se piensa que las

hojas son semitransparentes, entonces un corte quebrado o borroso significa que hay un

corte en alguna hoja posterior. Esta es la única definición básica requerida.

Definición 3.9. En el libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X,R), escribir un

corte quebrado sobre una hoja de aserción Hx (no rodeado por ningún otro corte sobre

esa hoja) significa que para algún elemento y ∈ X con xR y ese mismo corte está escrito

continuo, con todo su contenido, sobre la hoja Hy.

De manera gráfica:

A

significa que para
algún y ∈ X, con

xR y:

X

x

A A

X

R

x y
b b b
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Esta interpretación básica permite interpretar los dos cortes doble modales básicos.

Afirmación 3.10. En el libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X,R), escribir un

corte doble posible sobre una hoja de aserción Hx (no rodeado por ningún otro corte

sobre esa hoja) significa que para algún elemento y con xR y el contenido del corte

doble posible está escrito sobre la hoja Hy.

De manera gráfica:

A

significa que para
algún y ∈ X, con

xR y:

X

x

A A

X

R

x y
b b b

Demostración. Aplicar la definición 3.9 al gráfico

A

y luego aplicar la regla de corte doble a

A

en la hoja de aserción Hy.

Afirmación 3.11. En el libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X,R), escribir un

corte doble necesario sobre una hoja de aserción Hx (no rodeado por ningún otro corte

sobre esa hoja) significa que para todo elemento y con xR y el contenido del corte doble

necesario está escrito sobre la hoja Hy.

De manera gráfica:
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A

significa que para
todo y ∈ X, con

xR y:

X

x

A A

X

R

x y
b b b

Demostración. Teniendo en cuenta que el corte continuo significa la negación, encerrar

el gráfico

A

en la hoja Hx significa negar la definición 3.9, es decir, que para todo y ∈ X con xR y

en la hoja Hy se tiene la negación de

A

que es el gráfico siguiente:

A

De nuevo, por la regla de corte doble en Hy se obtiene el gráfico A en esta hoja, para

cada y con xR y.

De esta manera la interpretación básica y novedosa del corte quebrado propuesta en la

definición 3.9 es perfectamente coherente con la construcción tradicional de los modelos

de Kripke para la lógica modal. Más aún, se tiene el resultado siguiente:

Teorema 3.12. Con las topoloǵıas detalladas en la sección 2.3.2, todo libro de Peirce-

Kripke es un fibrado sobre el conjunto base y, en consecuencia, se le asocia un haz y

un espacio étale natural.

Demostración. Esto es una consecuencia directa del teorema 2.30.
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3.3. Reglas para los libros de Peirce-Kripke

En esta última sección se busca obtener las reglas de transformación Gama de manera

natural en los libros de Peirce-Kripke definidos en el apartado anterior. Las reglas Alfa

se tienen de manera homogénea en cada hoja, el problema radica en la adaptación de

las reglas al corte quebrado. Para esta tarea solo se cuenta con la definición 3.9 y las

afirmaciones 3.10 y 3.11.

En todos los sistemas de gráficos existenciales las reglas se simplifican de manera con-

siderable mediante un resultado que Peirce llamó el teorema de contraposición.

Lema 3.13. Dado un libro de Peirce-Kripke, sean A, B gráficos Gama. Si A⇛ B en

cada hoja Hx entonces:

i) B ⇛ A en cada hoja Hx;

ii) B ⇛ A en cada hoja Hx.

Demostración.

i) Si la deducción de B a partir de A se realiza totalmente en una misma hoja Hx

entonces en ella solo se emplean reglas Alfa, luego por el teorema de contraposición

para gráficos Alfa se tiene B ⇛ A en cualquier hoja Hx. La situación más compleja

se presenta cuando en cierto paso la deducción se traslada de la hoja Hx a otra hoja Hy

con xR y, empleando la definición 3.9 o bien las afirmaciones 3.10 y 3.11. Este fenómeno

podŕıa ocurrir varias veces dentro de una deducción, pero para la demostración de este

lema basta considerar que esto sucede solo una vez, con las hipótesis que siguen.

xR y;

el gráfico A en Hx corresponde al gráfico A′ en la hoja Hy;

el gráfico B en Hx corresponde al gráfico B′ en la hoja Hy;

en la hoja Hy se tiene A′ ⇛ B′ con reglas Alfa, se nota que esta deducción es

válida en cualquier hoja del libro.

Ahora para la “correspondencia” respectiva entre A y A′, B y B′ se abren cuatro casos.
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a) Supóngase que A = C y A′ = C para algún gráfico C, lo cual corresponde a

la definición 3.9 o a la afirmación 3.10, y que B = D y B′ = D para algún D.

En estas condiciones, B = D en Hx expresa que se tiene el gráfico D en

toda hoja Hz con xR z. Pero por hipótesis se tiene A′ ⇛ B′ con las reglas Alfa,

es decir C ⇛ D , luego por el teorema de contraposición Alfa y la regla de

Corte doble resulta D ⇛ C. Como esta deducción se puede realizar en cualquier

hoja del libro, se obtiene el gráfico C en cada Hz con xR z. De esta manera, en

la hoja Hx resulta C = A .

b) Supóngase de nuevo que A = C y A′ = C para algún gráfico C, mientras que

B = B′ , lo cual corresponde a la afirmación 3.11.

Nótese que en este caso el gráfico C en una hoja Hy con xR y implica el gráfico

B′ en todas las hojas tales. Además en cualquier hoja del libro se tiene C ⇛ B′

con reglas Alfa, luego por el teorema de contraposición y la regla de Corte doble

resulta B′ ⇛ C. Ahora en Hx el gráfico B equivale a B′ , es decir B′ en

alguna hoja Hz con xR z, lo cual por todo lo anterior permite obtener el gráfico

C en toda hoja Hy. Y aśı se obtiene el gráfico C = A en la hoja Hx.

c) Supóngase que A = A′ y que B = D y B′ = D para algún gráfico D.

Como en el caso (a), a partir de B se tiene el gráfico D en toda hoja Hz con

xR z luego, en particular, se tiene en la hoja Hy. Ahora A
′ ⇛ B′ es A′ ⇛ D

luego, por el teorema de contraposición Alfa y la regla de Corte doble, del gráfico

D se obtiene A′ . Por la definición 3.9 resulta A′ en la hoja Hx, y por la regla

de Corte doble este gráfico equivale a A .

d) Por fin, supóngase que A = A′ y que B = B′ .

En este caso el gráfico B equivale a B′ luego en alguna hoja Hz con xR z se

tiene el gráfico B′ . Puesto que en cualquier hoja se tiene A′ ⇛ B′ con reglas
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Alfa, por el teorema de contraposición en ese sistema se obtiene A′ en Hz. Luego

por la definición 3.9 resulta A′ en Hx, que alĺı equivale a A .

ii) Si en la hoja Hx se tiene el gráfico B entonces, por la definición 3.9, para alguna

hoja Hy con xR y se tiene B . Por hipótesis y la parte (i) de este lema, en esa hoja

Hy se obtiene A y, de nuevo por la definición 3.9, en la hoja Hx resulta A .

Teorema 3.14 (Teorema de contraposición). Dado un libro de Peirce-Kripke, sean A,

B gráficos Gama. Si A ⇛ B en cada hoja Hx, entonces en cualquier hoja Hx y para

todo gráfico Gama que los contenga se cumple lo siguiente.

En cada área par el gráfico A se puede transformar en B.

En cada área impar el gráfico B se puede transformar en A.

Demostración. Una prueba rigurosa requiere de inducción matemática sobre la cantidad

n de cortes que rodean el subgráfico A o B. Aqúı, en cambio, se muestran los primeros

pasos para ilustrar el proceso.

Si A⇛ B en cada hoja Hx, evidentemente también se tiene lo siguiente para cualquier

gráfico C.

n = 0
{

AC ⇛ B C

Por el lema 3.13 se sigue

B C ⇛ AC

B C ⇛ AC

de donde, para cualquier gráfico D, se obtiene lo siguiente.

n = 1



















B C D ⇛ AC D

BC D ⇛ AC D
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De nuevo por el lema 3.13 aplicado a las transformaciones anteriores, y añadiendo un

gráfico E, se obtienen las cuatro deducciones que siguen.

n = 2







































































































AC D E ⇛ B C D E

AC D E ⇛ B C D E

AC D E ⇛ B C D E

AC D E ⇛ B C D E

En general, para cada n resultan 2n posibles combinaciones de cortes continuos y que-

brados alrededor de A o B. Sin embargo no es necesario considerar más y más pasos

pues el caso n = 2 muestra que al añadir dos cortes, de cualquier tipo, el orden de la

deducción se conserva. Como en el caso n = 0 se tiene el sentido original de la demos-

tración, en todos los casos pares n = 2k + 0 se conserva el orden de la deducción. Por

otro lado, en el caso n = 1 el orden de la deducción se invierte, luego en todos los casos

impares n = 2k + 1 se invierte el orden de la demostración.

En lo que sigue se considera que el gráfico A es equivalente a B, lo cual se denota

A ≡ B, si A⇛ B y también B ⇛ A.

Corolario 3.15. Dado un libro de Peirce-Kripke, sean A, B gráficos Gama. Si A ≡ B

en cada hoja Hx, entonces en cualquier hoja Hx y en cada área par o impar que los

contenga el gráfico A se puede transformar en B o viceversa.

Demostración. Como A ⇛ B, por el teorema 3.14 el gráfico A se puede transformar

en B en cualquier área par; como B ⇛ A, en cualquier área par se puede transformar

B en A. En el otro sentido: como B ⇛ A, por el teorema 3.14 en cualquier área impar

el gráfico A se puede transformar en B; como A ⇛ B, en cualquier área impar B se

puede transformar en A.
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Este resultado tiene una consecuencia interesante para las tautoloǵıas, que corresponden

a gráficos que se pueden construir en la hoja vaćıa, lo cual en los enunciados generales

se denotará ⇛ A.

Corolario 3.16. Dado un libro de Peirce-Kripke, sea A un gráfico Gama. Si ⇛ A

en cada hoja Hx, entonces este gráfico A se puede escribir o borrar en cualquier área y

en cada hoja Hx.

Demostración. Por la regla de Borramiento Alfa siempre A ⇛ , luego en realidad

A ≡ . Por el corolario 3.15, en cualquier área y en cada hoja se puede pasar de A

a un área vaćıa (borrar el gráfico A) o viceversa (escribir el gráfico A).

3.3.1. Corte doble

Lema 3.17. En un libro de Peirce-Kripke, en cada hoja Hx se tiene:

⇛

Demostración. Para cada y con xR y se tiene un área vaćıa en la hoja Hy. Por la

afirmación 3.11, en la hojaHx se tiene el área vaćıa rodeada por un corte doble necesario.

De manera gráfica:

Para todo x ∈ X
con xR y luego

X

R
x y

X

R

x y
b b b b

Teorema 3.18. En todo libro de Peirce-Kripke y en cada hoja es válida la regla de

Corte doble Gama, como se expresa en la sección 3.1.4.
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Demostración. La escritura o borramiento de un corte doble continuo alrededor de un

gráfico se tiene por las reglas Alfa en cada hoja. La escritura o borramiento del corte

doble necesario vaćıo se tiene por el lema 3.17 y por el corolario 3.16.

3.3.2. Borramiento y Escritura

Lema 3.19. Si en un libro de Peirce-Kripke sobre (X,R) se tiene xRx para algún

x ∈ X, entonces en la hoja Hx se cumple

⇛A A

para cualquier gráfico A.

Demostración. Como xRx y en Hx (segunda componente x) se tiene

A

por la definición 3.9 en el mismo Hx (primera componente x) se tiene lo siguiente.

A

De manera gráfica:

A A

X

R
x x
b b
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Teorema 3.20. En un libro de Peirce-Kripke sobre (X,R) con relación R reflexiva son

válidas las reglas de Borramiento y Escritura, como se expresaron en la sección 3.1.4.

Demostración. Puesto que la relación R es reflexiva, por el lema 3.19 se tienen las

siguientes deducciones en cualquier hoja Hx.

⇛A B A

⇛A A

Por el teorema 3.14, en cualquier área par y cualquier hoja se pueden realizar estas

deducciones, lo cual comprende la regla de Borramiento Gama. Por el mismo teore-

ma 3.14, en cualquier área impar y cualquier hoja se pueden realizar las deducciones

siguientes

⇛A A B

⇛A A

Esto comprende la regla de Escritura para los sistemas Gama modales.

3.3.3. Iteración y Desiteración

En los libros de Peirce-Kripke se puede ver con mayor claridad el impedimento para la

iteración o desiteración de un gráfico a través de un corte quebrado. En este contexto

el meollo del asunto radica en que el corte quebrado no está en la misma hoja donde

se trabaja, sino en alguna hoja posterior. Por lo tanto el gráfico que se va a iterar o

desiterar también debe existir en ese futuro, y la manera más segura de garantizarlo

es que ese gráfico sea también necesario en la hoja original. Esta reflexión conduce al

problema de la transferencia de gráficos hacia hojas posteriores.
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A continuación se desarrollan las reglas de Iteración y Desiteración para libros de Peirce-

Kripke correspondientes a los tres sistemas presentados en la sección 3.1.4, que son los

mismos sistemas desarrollados por Zeman [18, 29, 31].

A. Reglas de transformación Gama para S4

Lema 3.21. Supóngase que en un libro de Peirce-Kripke sobre (X,R) y cierto elemento

x ∈ X se tiene que para cada y con xR y y cada z con y R z también se cumple xR z.

Entonces en la hoja Hx se cumple

⇛A A

para cualquier gráfico A.

Esta condición sobre R se cumple en todo x ∈ X si y solo si la relación R es transitiva.

El significado de este resultado es que todo gráfico necesario es, a su vez, necesario. En

otras palabras, el gráfico original A , dado en la hoja Hx, también se tiene en toda

hoja Hy tal que xR y.

Demostración. Sea y ∈ X tal que xR y. Para cada z con y R z, por hipótesis también

xR z luego como en Hx se tiene el gráfico

A

entonces por la afirmación 3.11 en la hoja Hz se tiene el gráfico A. Como esto se cumple

para cada z ∈ X con y R z, por la misma afirmación 3.11 se tiene en la hoja Hy el gráfico

siguiente.

A
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Puesto que esto se satisface para todo y con xR y, se concluye por la afirmación 3.11

que en la hoja x se tiene el gráfico que sigue.

A

De manera gráfica:

AA

A

X

Rx z

yR R
b b

b

Nótese que el lema anterior está relacionado con el ejemplo 3.5 que muestra gráficamente

el axioma modal 4, caracteŕıstico de la lógica modal S4.

Teorema 3.22. En cada hoja de un libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X,R)

con relación R reflexiva y transitiva son válidas las reglas de Iteración y Desiteración

Gama, como se expresan en el apartado A de la sección 3.1.4.

Es decir, esta conclusión se tiene cuando R es una relación de preorden.

Demostración.

i) La iteración en la misma área y a través de cortes continuos se tiene por las reglas

Alfa en cada hoja. Para la iteración por cortes quebrados contenidos en un área par,
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basta observar que tal corte encierra un área impar y por tanto el gráfico se puede

dibujar usando la regla de Escritura establecida en el teorema 3.20. Por fin, la iteración

a través de cortes quebrados contenidos en un área impar se puede lograr usando el

teorema de contraposición (teorema 3.14) aplicado a la desiteración que se demuestra

a continuación.

ii) La desiteración en la misma área y a través de cortes continuos se cumple por

las reglas Alfa. Para la desiteración por cortes quebrados contenidos en un área impar,

basta observar que tal corte encierra un área par y por tanto el gráfico se puede eliminar

usando la regla de Borramiento establecida en el teorema 3.20. Por fin, por el teorema

de contraposición (teorema 3.14), para la desiteración a través de cortes quebrados

contenidos en cualquier área par (y, de paso, para la iteración por cortes quebrados

contenidos en área impar) basta probar lo siguiente en cada hoja Hx.

A A B ⇛ A B

Para esto, a su vez es suficiente demostrar la siguiente transformación.

A A ⇛B B

Por la definición 3.9, el corte quebrado en la hoja Hx significa que en alguna hoja Hy

con xR y se tiene el gráfico siguiente.

A B

Teniendo en cuenta que R es una relación transitiva, por el lema 3.21 en esta hoja Hy

también se tiene el siguiente gráfico necesario.
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A

Por lo tanto, en la hoja Hy se pueden realizar las siguientes transformaciones Alfa.

A A B

D

A B

B

B

Por fin, como xR y, por la definición 3.9 en la hoja Hx se tiene el gráfico siguiente, que

es el buscado.

B

Corolario 3.23. En un libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X,R) con relación

R reflexiva y transitiva son válidas todas las reglas de transformación Gama para la

lógica S4, como se expresan en el apartado A de la sección 3.1.4.

B. Reglas de transformación Gama para S4.2

Lema 3.24. Supóngase que en un libro de Peirce-Kripke sobre (X,R) y cierto elemento

x ∈ X se tiene que para cada y, z tales que xR y, xR z existe un elemento u tal que

y Ru, z R u. Entonces en la hoja Hx se cumple

⇛A A

para cualquier gráfico A.

Esta condición sobre R se cumple en todo x ∈ X si y solo si la relación R es convergente.
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Demostración. Sea y ∈ X tal que xR y. Como en Hx se tiene

A

entonces para algún z con xR z se tiene el gráfico siguiente en la hoja Hz.

A

Ahora, por la hipótesis sobre la relación R existe u ∈ X tal que y Ru y z R u. Por

la afirmación 3.11, del gráfico anterior se obtiene el gráfico A en Hu; luego, por la

afirmación 3.10 se obtiene el siguiente gráfico en Hy.

A

Como esto se cumple para cada y ∈ X con xR y, se concluye por la afirmación 3.11

que en la hoja Hx se tiene el gráfico que sigue.

A

De manera gráfica:
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X

x

A

R

R

y

A

z

A

u

A

R

R

b b

b

b

El lema anterior está relacionado con el ejemplo 3.6 que muestra gráficamente el axioma

modal G, caracteŕıstico de la lógica modal S4.2. Sin embargo, se nota que no es con

exactitud lo que se requiere para las reglas de Iteración y Desiteración, donde se debe

garantizar la permanencia del corte doble necesario en hojas posteriores. Para ello se

requiere solo un pequeño ajuste.

Lema 3.25. Supóngase que en un libro de Peirce-Kripke sobre (X,R) y cierto elemento

x ∈ X se tiene:

i) Para cada y, z tales que xR y, xR z existe un elemento u tal que y Ru, z R u;

ii) Para cada z tal que xR z se tiene que si z R v, v Rw para algunos v, w entonces

también z Rw.

Entonces en la hoja Hx se cumple

⇛A A
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para cualquier gráfico A.

Estas dos condiciones se cumplen si la relación R es transitiva y convergente.

El significado de este hecho es que todo gráfico posiblemente necesario es también

necesario. En otras palabras, el gráfico original A , dado en la hoja Hx, también

se tiene en toda hoja Hy tal que xR y.

Demostración. Sea y ∈ X tal que xR y. Como en Hx se tiene

A

entonces para algún z con xR z se tiene el gráfico siguiente en la hoja Hz.

A

Ahora, por la hipótesis (i) sobre la relación R existe u ∈ X tal que y R u y z R u. Más

aún, por la condición (ii) y el lema 3.21, del gráfico anterior se tiene en la hoja Hu el

gráfico que sigue.

A

En consecuencia, por la definición 3.9 se obtiene el siguiente gráfico en Hy.

A

Como esto se cumple para cada y ∈ X con xR y, se concluye por la afirmación 3.11

que en la hoja Hx se tiene el gráfico que sigue y que es el buscado.
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A

De manera gráfica:

X

x

y

z

u

A

R

R

A

A

A

R

R

b b

b

b

Teorema 3.26. En cada hoja de un libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X,R)

con relación R reflexiva, transitiva y convergente son válidas las reglas de Iteración y

Desiteración Gama, como se expresan en el apartado B de la sección 3.1.4.

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.22 y su demostración, basta considerar

la desiteración de un corte doble quebrado a través de un corte quebrado, lo cual a su

vez se reduce a probar en cada hoja Hx la siguiente transformación.

A A ⇛B B
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Por la definición 3.9, el corte quebrado en la hoja Hx significa que en alguna hoja Hy

con xR y se tiene el gráfico siguiente.

A B

Teniendo en cuenta que R es una relación transitiva y convergente, por el lema 3.25 en

esta hoja Hy también se tiene el siguiente gráfico.

A

Por lo tanto, en la hoja Hy se pueden realizar las siguientes transformaciones Alfa.

A A B

D

A B

B

B

Por fin, como xR y, por la definición 3.9 en la hoja Hx se tiene el gráfico siguiente, que

es el buscado.

B

Corolario 3.27. En un libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X,R) con relación R

reflexiva, transitiva y convergente son válidas todas las reglas de transformación Gama

para la lógica S4.2, como se expresan en el apartado B de la sección 3.1.4.

C. Reglas de transformación Gama para S5

Lema 3.28. Supóngase que en un libro de Peirce-Kripke sobre (X,R) y cierto elemento

x ∈ X se tiene que para cada y tal que xR y también y Rx. Entonces en la hoja Hx se
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cumple

⇛A A

para cualquier gráfico A.

Esta condición sobre R se cumple en todo x ∈ X si y solo si la relación R es simétrica.

Demostración. En la hoja Hx se puede realizar la siguiente transformación Alfa.

A

C

A

Ahora sea y ∈ X tal que xR y. Por la hipótesis sobre R también se tiene y Rx luego

por la definición 3.9 en la hoja Hy se tiene el siguiente gráfico.

A

Puesto que esto sucede para cualquier y con xR y, por la afirmación 3.11 en la hoja Hx

se tiene el gráfico siguiente, que es el buscado.

A

De manera gráfica:
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A A

X

R

Rx y
b b

El lema anterior está relacionado con el ejemplo 3.7 que muestra gráficamente el axioma

modalB, uno de los que caracterizan la lógica modal S5. Se observa que tiene la siguiente

consecuencia inmediata.

Corolario 3.29. Supóngase que en un libro de Peirce-Kripke sobre (X,R) y cierto

elemento x ∈ X se tiene que para cada y tal que xR y también y Rx. Entonces en la

hoja Hx se cumple

⇛A A

para cualquier gráfico A.

Demostración. Basta sustituir en el lema 3.28 el gráfico A por el gráfico encerrado

A y aplicar la regla de Corte doble.

El siguiente resultado es muy parecido pero aqúı se exige menos en el gráfico inicial

que en el corolario 3.29. Esta deducción corresponde al axioma modal 5 que es el más

fuerte de estos tres postulados similares.

Lema 3.30. Supóngase que en un libro de Peirce-Kripke sobre (X,R) y cierto elemento

x ∈ X se tiene que para cada y, z tales que xR y, xR z también se tiene y R z. Entonces

en la hoja Hx se cumple
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⇛A A

para cualquier gráfico A.

Esta condición sobre R se cumple en todo x ∈ X si y solo si la relación R es euclidiana:

xR y y xR z implica y R z para todo x, y, z. Es sencillo probar los hechos siguientes:

toda relación simétrica y transitiva es euclidiana; al revés, toda relación euclidiana y

reflexiva es simétrica y transitiva.

El significado del lema 3.30 es que todo gráfico cuya negación es posible resulta también

necesario. En otras palabras, el gráfico original A , dado en la hoja Hx, también se

tiene en toda hoja Hy tal que xR y. Nótese que esto en realidad equivale a que todo

gráfico posible es también necesario.

Demostración. Sea y ∈ X tal que xR y. Como en Hx se tiene

A

entonces, por la definición 3.9, para algún z con xR z se tiene el gráfico siguiente en la

hoja Hz.

A

Ahora, por la hipótesis sobre la relaciónR también y R z, luego de nuevo por la definición

3.9 se tiene en la hoja Hy el gráfico que sigue y que es el buscado.

A

De manera gráfica:
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AA

A

X

Rx z

yR R
b b

b

Teorema 3.31. En cada hoja de un libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X,R)

con relación R reflexiva, simétrica y transitiva son válidas las reglas de Iteración y

Desiteración Gama, como se expresan en el apartado C de la sección 3.1.4.

Es decir, este resultado se tiene cuando R es una relación de equivalencia.

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.22 y su demostración, basta establecer

la desiteración de un gráfico con las condiciones indicadas a través de un corte quebrado

en cualquier hoja. La prueba de este resultado se construye en cuatro pasos.

1. Todo gráfico de la forma A , esto es, un corte quebrado con todo su

contenido, se puede desiterar por cortes quebrados en cualquier hoja.

Al igual que en la demostración del teorema 3.22, la prueba de este hecho (1 ) se reduce

a realizar en cada hoja Hx la siguiente transformación.

A A ⇛B B

Por la definición 3.9, el corte quebrado en la hoja Hx significa que en alguna hoja Hy

con xR y se tiene el gráfico siguiente.
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A B

Teniendo en cuenta que R es una relación euclidiana al ser simétrica y transitiva, por

el lema 3.30 en esta hoja Hy también se tiene el siguiente gráfico.

A

Por lo tanto, en la hoja Hy se pueden realizar las siguientes transformaciones Alfa.

A A B

D

A B

B

B

Por fin, como xR y, por la definición 3.9 en la hoja Hx se tiene el gráfico siguiente, que

es el buscado.

B

2. Si los gráficos G, H se pueden desiterar por cortes quebrados en cualquier

hoja entonces su yuxtaposición, esto es el gráfico GH, también se puede

desiterar por cortes quebrados en cualquier hoja.

La prueba de este hecho es inmediata pues se puede desiterar primero un gráfico y luego

el otro.

3. Si el gráfico G se puede desiterar por cortes quebrados en cualquier hoja

entonces el gráfico rodeado por un corte continuo, esto es G , también se

puede desiterar por cortes quebrados en cualquier hoja.

Como antes, la prueba de este hecho (3 ) se reduce a realizar la siguiente transformación

en cada hoja Hx.
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G G ⇛A A

Sea y ∈ X algún elemento tal que xR y, tal elemento existe pues siendo R reflexiva

incluso se podŕıa tomar y = x. Como R es una relación simétrica también se tiene y Rx,

luego en la hoja Hy se tiene el gráfico siguiente.

G

Por otro lado, como xR y y teniendo en cuenta que R es una relación euclidiana, por

el lema 3.30 en esta hoja Hy también se tiene el siguiente gráfico.

G A

Por lo tanto, en la hoja Hy se pueden realizar las siguientes transformaciones. El primer

paso está permitido por el resultado (1 ) de esta demostración; el segundo por la hipótesis

asumida en (3 ) y el teorema de contraposición (teorema 3.13).

I D

C

AAAGG

G G A G GG A

B

Aśı, se tiene el gráfico A en la hoja Hy. Pero como y Rx, de nuevo por el lema 3.30
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se tiene este mismo gráfico A en la hoja Hx, que es el resultado buscado.

4. Todo gráfico cuyos subgráficos mı́nimos están todos rodeados por algún

corte quebrado del mismo gráfico se puede desiterar por cortes quebrados en

cualquier hoja.

Pues tal gráfico se obtiene a partir de gráficos rodeados por cortes quebrados com-

binándolos mediante yuxtaposición, o rodeándolos con cortes continuos, o iterando al-

guna combinación de estos dos procesos. Por un argumento recurrente, a partir de (1 ),

(2 ) y (3 ) todos estos gráficos se pueden desiterar por cortes quebrados.

Corolario 3.32. En un libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X,R) con relación

R reflexiva, simétrica y transitiva son válidas todas las reglas de transformación Gama

para la lógica S5, como se expresan en el apartado C de la sección 3.1.4.

Y aśı, en todos los casos ya clásicos estudiados por Zeman, las reglas de transformación

Gama modales se obtienen de manera completamente natural a partir de las propiedades

de la relación subyacente al libro de Peirce-Kripke, empleando únicamente la convención

para el corte quebrado adoptada en la definición 3.9.
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