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Introduccion

Los graficos existenciales, propuestos hace un poco mas de cien anos por el logico
norteamericano Charles Sanders Peirce, constituyen un sistema légico de representacion
icénica, el cual comprende tanto una notacion grafica original de proposiciones légicas
como también un sistema de céalculo légico, determinado por las denominadas reglas de
transformacién. El autor distinguié tres subsistemas: Alfa que corresponde a la logica
proposicional clasica; Beta que corresponde al calculo de predicados o légica de primer

orden; Gama que incluye sistemas de 16gica modal [21, 23, 26, 28, 31].

A pesar de que los graficos existenciales fueron considerados por Peirce como su “obra
maestra”, no tuvieron el reconocimiento merecido en su momento ya que fueron califica-
dos como un simple divertimento que no constituia un aporte significativo a los avances
logrados en la logica simbdlica. Debido a esto el legado que nos heredé Peirce con sus
sistemas diagramaticos permanecié menospreciado durante muchos anos, pero a partir
del ano 1963 se empezo a reconocer el auténtico valor de los gréaficos existenciales debido
a las tesis doctorales de Roberts [23] y de Zeman [31]. A partir de alli se ha empezado a
evidenciar un replanteamiento en la importancia de los aportes cientificos consolidados
por Peirce impulsados por personajes como Robert Burch, Geraldine Brady, Todd Trim-
ble, Fernando Zalamea y Arnold Oostra desde las perspectivas topoldgica, categorica,

filosofica e intuicionista de los graficos respectivamente.

En el caso especifico de los gréaficos existenciales Gama, Peirce habia propuesto diferen-
tes reglas de transformacion que permiten realizar auténtica légica con los graficos en
general, y Zeman [31] adapto estas reglas a los cortes quebrados obteniendo sistemas de
graficos existenciales para diversas légicas modales (véase también [18] y [19]). Entre
las reglas se destacan principalmente las de iteracion y desiteracién a través de cortes
quebrados, que dan lugar a versiones graficas para las logicas modales Sy, Sy v S5, la

primera y la ultima debidas originalmente a C. I. Lewis.



Mediante dichas légicas modales de Lewis y los graficos existenciales de Peirce se pueden
abordar los conceptos de “posibilidad” y “necesidad” estudiados por filésofos como
Aristételes, Diodoro, Kant y Leibniz, y por el matemético Hugh MacColl quien fue
el primero en analizar las modalidades en forma simbdlica. Pero fue hasta 1965 que el
filésofo Saul Kripke introdujo una semantica para las logicas modales en la cual se puede
evidenciar una conexion entre cierta relacion binaria asociada a un modelo de Kripke
y los axiomas de la légica modal particular. Los modelos de Kripke también han sido
estudiados desde el ambito de la l6gica intuicionista, por ejemplo el matematico Xavier
Caicedo en su articulo [10] da una mirada global a la teorfa de haces y su relacién con

los modelos de Kripke intuicionistas.

Asi, existe una conexién entre las logicas modales de Lewis y los gréaficos existenciales
Gama de Peirce, y a su vez, una conexién entre estas légicas modales y los modelos
de Kripke sobre una relacién binaria arbitraria. Sin embargo, hasta ahora no existe
una conexién directa y natural entre los modelos de Kripke sobre una relacion y los
graficos existenciales Gama de Peirce. Como sucede casi siempre, el mismo Peirce dio un
bosquejo de una posible conexién [20, Vol. 4, §512] considerando varias hojas de asercién
de forma simultanea, lo cual resulta afin a la seméantica de Kripke que no habia sido
concebida para la época. En la actualidad atin no se ha resuelto este problema de forma
explicita, y ese es el objetivo trazado para la investigacion que condujo a la presente

tesis.

Con el fin de establecer una conexién entre dos ejes significativos de la logica matematica
como son los graficos existenciales Gama y los modelos de Kripke para las légicas
modales, y realizando una generalizacién de la teoria de haces estudiada por Caicedo
en los modelos de Kripke para la légica intuicionista, pero en el contexto de las logicas

modales, en esta tesis se aborda dicho problema de una forma novedosa y global.

Este trabajo esta dividido en tres capitulos, en los cuales cada uno aborda una tematica
determinada. En el capitulo 1 se indaga sobre ciertas topologias especiales construidas
a partir de un conjunto dotado de una relacion arbitraria, sus propiedades y conexiones,

todo esto con el fin de obtener la topologia adecuada para un modelo de Kripke dado.

El capitulo 2 se divide en tres partes. Primero se revisan los conceptos basicos asocia-
dos a la légica modal y la semantica de Kripke para légicas modales. La segunda parte
consiste en desarrollar los preliminares de la teoria de haces y prehaces, junto con su

version en términos de espacios étale y fibrados. Finalmente, se propone una generali-



zacién de la construccion de los haces asociados a modelos de Kripke intuicionistas que
abarca también los modelos de Kripke asociados a légicas modales, con el objetivo de
presentar cada modelo de Kripke como un fibrado y asi garantizar que existe su haz

asociado.

El capitulo 3 también se divide en tres partes. Primero se presentan la semantica y la
sintaxis de los graficos existenciales Gama para las diferentes légicas modales, como
fueron estudiadas por Zeman. La segunda parte consiste en definir los gréaficos existen-
ciales Gama como un libro de hojas de asercion, combinando las estructuras de fibrados
y haces estudiadas en el capitulo 2 con los gréficos existenciales Gama descritos ante-
riormente, Finalmente, se logra obtener todas las reglas de transformacion Gama en
cada légica modal conocida como consecuencia de la relacion subyacente a las hojas y

a la adaptacién propuesta.

El material de cada capitulo de esta tesis se basa en teoria matematica conocida y
luego se proponen definiciones originales y se obtienen resultados nuevos. No se conoce
un estudio sistematico de las topologias asociadas a relaciones binarias como se realiza
en el capitulo 1 de esta tesis, ademas al final de esa parte se obtiene un resultado
clasico de Alexandroff como consecuencia de una adjuncion categorica. Por otro lado,
es bien conocido que un modelo de Kripke para la logica intuicionista puede verse como
un haz. En el capitulo 2 se propone una construccién del todo original que abarca
como casos particulares los modelos mencionados pero también los modelos de Kripke
para las logicas modales, que en general no resultan espacios étale sino solo fibrados.
Finalmente, la definicién de libros de hojas de asercion dada en el capitulo 3 significa
un avance innovador en la teoria de los gréaficos existenciales. Nunca se ha propuesto
antes algo similar y el resultado es que las reglas de transformacién Gama se obtienen

de manera mas natural y comprensible.



Capitulo 1
Topologias asociadas a una relacion

En este capitulo se consideran algunas topologias construidas a partir a una relacion
binaria arbitraria sobre el conjunto base. Estas construcciones generalizan ciertas topo-

logias asociadas a conjuntos ordenados.

1.1. Definiciones

En lo que sigue R es una relaciéon binaria sobre un conjunto X, esto es, R C X x X.
Afirmaciéon 1.1. Dado el conjunto
C={SCX | re€S,yRx implica y€ S}

entonces C es una topologia sobre X.

Demostracion.

() € C porque para ningtn elemento x se tiene x € ().

X € C porque para todo elemento y se tiene y € X.

Dados S, T e Cyx e SNT,seaytalque yRx. Comox e Syz €T, deyRx
se obtiene y € Sy y € T, es decir, y € SNT mostrando asi que SNT € C.

Dados {Si}icr € Cy 2« € U;c; Sis sea y tal que y Rx. Por tanto x € S;, para
algin ¢y € I y como y Rz, por hipdtesis se tiene y € S;, para algun iy € I, es

decir, y € J,; Si mostrando asi que | J,.; S; € C.
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Nota 1.2. Dada una familia cualquiera B de subconjuntos de X, existe una minima
topologia sobre X para la cual todos los integrantes de B son abiertos. Esta se denomina
la topologia generada por B sobre X y se denota T = (B). El conjunto B es una subbase
de T y una base B(B) de T estd dada por:

B(B):{ﬂ{Di | i€1} | I esun conjunto finito y DiEB}.

Cabe anotar que la interseccion de la familia vacia, esto es, I = () en el conjunto
anterior, es el conjunto completo X [6, 27]. De manera que la familia B no tiene

restriccion alguna y en la base 5(B) siempre aparece de manera automdtica el conjunto
X.

Definicién 1.3. Sobre X se definen las topologias siguientes:
CR={5CX | reS,yRx implica y e S}
Sp=(G) donde G={U, |z€X} y U, ={yeX | yRz}
Te=(H) donde H={V, | x€ X} y V, =U,U{z}

Definicién 1.4. Un espacio topolégico (X, T) es de Alezandroff si la interseccion arbi-

traria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Afirmacion 1.5. La topologia Cg es una topologia de Alexandroff sobre X.

Demostracion. Dados {S;}icr € Cry x € (),c; Si, sea y tal que y Rx. Por tanto x € S;

icl
para cada ¢ € I y como y Rx, por hipotesis se tiene y € S; para cada ¢ € I, es decir,
y € (Nie; Si mostrando asi que (,; S; € Cr. O

Ejemplo 1.6. En general, Sg no es una topologia de Alexandroff. Sea X =[0,1) C R
y sea R la relacion:

xRy sty solamente st x <y.

Luego:

G={U, | € X} donde U, =[0,2),
p(G) =GU{[0,1)} = S

Ahora, considérese la familia de abiertos de Sg:

o) ey

11



entonces:

N {0, %) — {0} & Sg.

neN
Por tanto Sg no es una topologia de Alexandroff.

Ejemplo 1.7. En general, Tg no es una topologia de Alexandroff. Sea X =R, y sea la
relacion:

xRy  siy solamente si  |x —y| < 2.

Se puede ver que R es una relacion reflexiva pero no transitiva (pues 0 R% Y gR?) pero

no sucede que 0 R3). Luego:
V,={yeX |yRo}U{a}=(z-2,2+2)U{z} = (v - 2,2 +2),

ademds:
H={V, | z€ X} donde V, = (z—2,z+2).

Al realizar las intersecciones finitas de estos intervalos y luego las uniones arbitrarias

resulta la topologia usual de R, la cual no es de Alexandroff pues dada la familia de

(EHIE

N(-5s) -0

neN

abiertos de Tr

se tiene

1.2. Comparacion de topologias

Como se evidenci6 en los ejemplos anteriores, las topologias Cr, Sg v Tr pueden ser

distintas.

1.2.1. En general

Ejemplo 1.8. Considérese el conjunto X = {a, b, ¢} dotado de la relacion:

R ={(a,b), (b,¢)}.

La figura 1.1 muestra la relacion R mediante un diagrama. Esta relacion se puede

obtener considerando tres numeros naturales con el orden usual estricto no transitivo.

12



Figura 1.1: Diagrama del ejemplo 1.8

Se tiene:
CR = {Q)u {CL}7 {a7 b}a X}

Por otro lado, se tiene:

G = {(2)7 {a}’ {b}}>
B(G) = {®7 {a}v {b}7 X}’
Sk = {@7 {a}7 {b}7 {(Z, b}7 X}

Finalmente se tiene:

H = {{a}v {CL, b}> {b7 C}}a
B(H) = {®7 {a}v {b}7 {a’ b}v {bv C}v X}7
Tr = {Q)v {a}7 {b}7 {CL, b}7 {b7 C}7 X}

En este ejemplo se puede evidenciar que, en general, T € Cr, ThR € Sr v Sr € Cr.

Ejemplo 1.9. Considérese el conjunto X = {a, b, ¢, d} con la relacién R dada por
el diagrama de la figura 1.2. Esta relacion se puede obtener considerando los divisores

positivos de 6 con la divisibilidad estricta.

Figura 1.2: Diagrama del ejemplo 1.9

Entonces se tiene:
CR = {@, {CL}, {CL, b}= {CL, C}7 {CL, ba C}7 X}

13



Por otro lado, se tiene:

G = {(Z)v {a}7 {a7 b, C}}7
B(G) =10, {a}, {a, b, c}, X},
Sr =10, {a}, {a, b, ¢}, X}.

Finalmente se tiene:

H = {{a}7 {CL, b}? {av C}’ X}7
B(H) = {{a}v {a7 b}’ {av C}v X}7
Tr =10, {a}, {a, b}, {a, ¢}, {a, b, ¢}, X} =Cg.

En este ejemplo se puede evidenciar que, en general, Cr € Sg.

Ejemplo 1.10. Considérese el conjunto X = {a, b, ¢} dotado de la relacion

R = {(a,b), (b,a), (a,c), (c,a), (b,c), (¢,b)}.

Esta relacion se puede entender como el complemento de la 1gualdad o la relacion “ser

diferente de”. El diagrama de R se puede evidenciar en la figura 1.35.

b

A

Figura 1.3: Diagrama del ejemplo 1.10

Entonces se tiene:
Cr=1{0, X}.

Por otro lado, se tiene:

G = {{b’ C}a {a’ 6}7 {CL, b}}a
B(G) = {{CL}, {b}v {C}7 {a’ b}v {a> 0}7 {b7 C}v X}v
Sn = P(X).

14



Finalmente se tiene:

H: {X}7
B(H) ={X},
Tr=1{0, X} =Cxg.

En este ejemplo se puede evidenciar que, en general, Sg € Tg.

Afirmacion 1.11. Sea X un conjunto dotado de una relacion binaria R. Para las

topologias Cr y Tr se tiene Cr C Tg.

Demostracion. Sea A € Cg. Para cada x € A se construye el conjunto:
V,={yeX | yRa}U{a}.
Por definicion de Cgr se tiene que V, C A para cada x € A. Luego:

Uv.ca

Por otro lado, si x € A entonces x € V,, y por tanto x € (J,., V;. Por tanto se tiene:

mostrando asi que

Asi se concluye que A € Tg, demostrando que Cr C Ti. ]
Las relaciones de contenencia entre las topologias Cr, Sg v Tr se pueden resumir en la
figura 1.4 en la pagina siguiente.

1.2.2. Condiciones adicionales

Afirmacion 1.12. Sea X un conjunto dotado de una relacion reflexiva R. Para las

topologias Sg y Tr descritas en la definicion 1.3 se tiene Sp = Tg.

Demostracion. En efecto, si la relacion R es reflexiva entonces para cada x se tiene
r Rz de donde z € {y € X ‘ y Rz} = U,. En consecuencia V, = U, U {x} = U, para
cada z, luego G = H y por fin Sg = (G) = (H) = Tg. ]

15



Afirmacién 1.11 2 Z FEjemplo 1.9

Ejemplo 1.8
Z

\J

Tr Sr

A

2
Ejemplo 1.10

Figura 1.4: Relacion entre las topologias Cr, Sr v Tr

La reciproca no es cierta en general, como se puede evidenciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.13. Considérese el conjunto X = {a, b, ¢} dotado de la relacion
R= {(CL, b)’ (bv C)v (Cv a>}

El diagrama de R se puede evidenciar en la figura 1.5.

b

Figura 1.5: Diagrama del ejemplo 1.13

Entonces se tiene:

Cr=1{0, X}.

Por otro lado, se tiene:

G = {{c}, {a}, {0}},
B(G) = {@, {a}v {b}> {C}a X}v
Sy = P(X).
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Finalmente se tiene:

H = {{a7 C}7 {CL, b}7 {bv C}}v
B(H) = {{a}, {b}, {c}, {a, ¢}, {a, b}, {b, c}, X},
Ti = P(X).

Se puede ver que Sgp = Tr, pero R no es reflexiva pues no se tiene a Ra, bRb ni c Rc.

Afirmaciéon 1.14. Sea X un conjunto dotado de una relacion transitiva R. Para las

topologias Cr y Sr se tiene Sg C Cg.

Demostracion. Sea A € Sg, ysean x € A, y € X con y Rx. Como A € Sg, entonces
A =jc; Bj con B; € B(G) para cada j € J. Dado que x € A, entonces = € Bj, para
algin jo € J. Luego se tiene Bj, = (\;—, Bj,: con Bj,; € G para cadai € {1, ..., n},y
por tanto x € B;; para cada ¢ € {1,...,n}. Para cada conjunto B,,; existe un elemento
Tji € X tal que By, = Uy, ;, de donde x Rxjy;. Por hipétesis se tiene y Rz y como
R es transitiva entonces y Rxj,;, y por tanto y € Bj,; para cada i € {1,...,n}. Asi se
tiene y € Bj,, y por tanto y € B;, C U]EJ B; = A, es decir, y € A. Finalmente se ha
podido verificar que A € Cg, y asi Sg C Cpg. ]

La reciproca de esta afirmacién también es cierta, como se puede evidenciar a conti-

nuacion.

Afirmaciéon 1.15. En un conjunto X dotado de una relacion binaria R se consideran

las topologias Cr y Sr. St Sg C Cr entonces R es transitiva.

Demostracion. Sean a,b,c € X tales que a Rby b Rc. Entonces b € U, y por hipdtesis
se tiene U, € Cr. Dado que b € U. y a Rb se sigue a € U,, es decir, a Rc y por tanto R

es una relacién transitiva. O

Lo expuesto anteriormente se puede resumir en el siguiente corolario.

Corolario 1.16. En un conjunto X dotado de una relacion binaria R se consideran

las topologias Cr y Sr. Se tiene Sg C Cg si y solamente si R es transitiva.

Afirmacion 1.17. Sea X un conjunto dotado de una relacion transitiva R. Para las

topologias Cr y Tr se tiene Tr C Cg.

17



Demostracion. Sea A € Tg, ysean x € A, y € X con y Rz. Como A € Ty, entonces
A =J;c;Cj con Cj € B(H) para cada j € J. Dado que x € A, entonces z € Cj, para
algin jo € J. Luego se tiene Cj, = (i, Cjyi con Cj,; € H para cada i € {1, ..., n},
y por tanto x € Cj,; para cada ¢ € {1,...,n}. Para cada conjunto Cj, existe un
elemento z;,; € X tal que Cjp; =V, ., ={y € X | y Ry} U{z;o:}. Ahora es necesario

considerar dos casos:

a) Size {ye X | yRuz,,} entonces x R x,,;. Por hipétesis se tiene y Rx y como R es
transitiva entonces y R xj,;, y por tanto y € C; para cada ¢ € {1,...,n}. Asi se

tiene y € Cj,, y por tanto y € Cj; C Ujej C; = A, es decir, y € A.

Joo

b) Si x € {xj,}, entonces evidentemente x = z,,; y por tanto y Rxz,;. De la misma

manera que en el caso anterior se concluye que y € A.

Finalmente se ha verificado que A € Cg, y asi T C Cpg. O

Corolario 1.18. Sea X un conjunto dotado de una relacion transitiva R. Para las

topologias Cr y Tr se tiene Tr = Cg.

Demostracion. Como por la afirmacién 1.11 siempre se tiene Cp C Tg, en realidad

Tr C Cg si y solamente si Tr = Cp. O

El reciproco no es cierto en general, como se puede evidenciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.19. Sea X = {a, b, ¢} dotado de la relacion:

R={(b,0), (c;b)}.
El diagrama de R se puede evidenciar en la figura 1.6.

b

Figura 1.6: Diagrama del ejemplo 1.19

Entonces se tiene:

Cr =10, {a}, {b, ¢}, X}.

18



Por otro lado, se tiene:

G = {Q)’ {C}v {b}}7
B(G) = {0, {b}, {c}, X},
Sk = {@, {b}v {C}’ {b> 0}7 X}

Finalmente se tiene:
H = {{a}, {b, c}},

B(H) = {(b’ {CL}, {b> C}> X},
Tr =10, {a}, {0, ¢}, X}.

Asi en este caso Tr = Cg, pero R no es transitiva pues bRc y c Rb, pero no sucede que

bRb (y de igual forma, no sucede que ¢ Rc).

Ahora bien, si R es una relacién reflexiva entonces Sg = Tx (afirmacién 1.12), y si R es
una relacién transitiva entonces Cr = Tr (corolario 1.18). De alli se obtiene el siguiente

resultado.

Corolario 1.20. Sea X un conjunto dotado de una relacion de preorden R (esto es,

reflexiva y transitiva). Para las topologias Cr, Sk y Tg se tiene que ellas todas coinciden,

Cr=S8r="Txr

El reciproco no es cierto en general, como se puede evidenciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.21. Se considera el conjunto Z de los nimeros enteros con la relacion <

del orden usual estricto. Para cada entero x se tiene
U, ={n | n<x}
y, por otro lado,
Vo={n|n<a}u{z}={n|n<a}=Um.

Se sigue que {Uptrecz = {Vi}eez, es decir, G = H y por tanto Sg = Tr. Por otro lado,
dado que la relacion < es transitiva entonces por el corolario 1.18 se tiene Cgr = Tg.
De esta manera Cr = Sgp = Tgr (es decir, Cgr, Sg y Tr coinciden), pero < no es una

relacion reflexiva.
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En el caso de una relacién de preorden R, la topologia comin Cr = Sg = Tg es la que
tradicionalmente se asocia a conjuntos ordenados (véase [10], [24]), y en la literatura se
denomina “topologia de colas a izquierda”. Este nombre se debe a que las “colas” V

se pueden tomar como base de la topologia, lo cual se demuestra a continuacion.

Afirmacion 1.22. Sea X un conjunto dotado de una relacion de preorden R. En este

caso H ={V, | x € X} es una base de topologia sobre X.

Nota 1.23. Dado que la relacion R es reflexiva, por la prueba de la afirmacion 1.12
se observa que U, =V, para cada x, de donde G = H. Asi, esta afirmacion también
se puede enunciar de manera equivalente con la base G = {U, | x € X}. En cualquier
caso, la topologia que genera esta base es (H) = Tr que, por los resultados anteriores,

en estas circunstancias es igual a Sg y a Cg.

Demostracion.

a) Dados V,,V, e Hy ze V, NV, setienez€ V, CV, NV, conV, € H.

En efecto, por definicién es z € V,. Ahora dado m € V, se tiene m Rz (no es
necesario considerar por aparte el caso m = z porque la relaciéon R es reflexiva) y
la hipétesis z € V, NV, implica z Rz y z Ry. Como R es una relacién transitiva,
resulta m Rx y m Ry de donde m € V, y m € V,;, es decir, m € V, NV,. De esta
manera V, C V, NV,
b) X = V..
reX
Como V, C X para cada x, de manera trivial (J,.y V2 € X. Y como x € V, para

cada # € X, también de manera trivial X C (J,cy V2.

Asi se demuestra que H es base. O

1.3. Estudio dual

Ahora se considera un estudio andlogo pero realizando las construcciones “hacia la
derecha” y no “hacia la izquierda” como se trabajé hasta ahora, probando que se

cumplen las mismas propiedades.
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1.3.1. Definiciones

Como antes, R es una relacion binaria sobre el conjunto X.

Afirmacion 1.24. Dado el conjunto
C'={SCX } r €S, xRy implica ye€ S}
entonces C' es una topologia sobre X .
Definicién 1.25. Sobre X se definen las topologias siguientes:
Ch={SCX | x€ S, xRy implica ye S}
Sk = (G donde G’:{U; | xeX} y U.={ye X | 2Ry}
Th = (H') donde H' = {V; | xeX} y V. =U.U{z}
Afirmacion 1.26. La topologia C}% es una topologia de Alexandroff sobre X.

Ejemplo 1.27. En general, S;% no es una topologia de Alexandroff. Sea X = (0,1] y
sea R la relacion:

xRy sty solamente si x> y.

Luego:

G :{U; | xEX} donde U, = (z,1],

Ahora, considérese la familia de abiertos de S}%:

(=

N (1—%,1} = {1} & S

neN

entonces:

Por tanto S;% no es una topologia de Alexandroff.

Ejemplo 1.28. En general, ’TR/ no es una topologia de Alexandroff. El ejemplo 1.7
verifica esto, dado que la relacion usada alli es simétrica (véase la afirmacion 1.45 mds
adelante).
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1.3.2. Comparacion de topologias

Ejemplo 1.29. Se considera el conjunto X = {a, b, ¢} del ejemplo 1.8 dotado de la

misma relacion, entonces se tiene:

C;B = {97 {C}7 {b7 0}7 X}

Por otro lado, se tiene:

G = {{b}, {c}, 0},
ﬁ(Gl> = {Q)’ {b}> {0}7 X}v
S;% - {@, {b}v {C}7 {b’ 6}7 X}

Finalmente se tiene:
H = {{CL, b}7 {b7 C}7 {C}}7
BH') = {0, {0}, {c}, {a, b}, {b, c}, X},
7;%/ = {0, {b}, {c}., {a, b}, {b, ¢}, X}
En este ejemplo se puede evidenciar que, en general, Tn € Cp, Tp € Sp y Sp € Cp.

Ejemplo 1.30. Considérese de nuevo el conjunto X = {a, b, ¢, d} del ejemplo 1.9

dotado de la misma relacion, entonces se tiene:

C;?, = {0)7 {d}, {0, d}, {c, d}, {b, ¢, d}, X}.
Por otro lado, se tiene:
G = {{bv c d}> {d}v @},

ﬂ(G,) = {@, {d}> {b7 ) d}v X},
Sp = {0, {d}, {b, ¢, d}, X}

Finalmente se tiene:

H = {Xv {ba d}7 {C> d}v {d}}a
B(H/) = {@7 {d}v {b> d}v {Cv d}7 X},
7;%/ :{Q)v {d}’ {bv d}7 {C7 d}v {b7 = d}’ X}

En este ejemplo se puede evidenciar que, en general, C}% Z Sp.
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Ejemplo 1.31. En el conjunto X = {a, b, ¢} del ejemplo 1.10 dotado de la misma

relacion, se tiene:

Cr = {0, X}.

Por otro lado, se tiene:

G ={{b. ¢}, {a. c}, {a, 0}},
B(G) = {{a}, {0}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b, ¢}, X},
Sp=P(X).

Finalmente se tiene:

Hl = {X}7
B(H') = {X},
T ={0, X} =Ch,.

En este ejemplo se puede evidenciar que, en general, S}% z 7}%.

Afirmacion 1.32. Sea X un conjunto dotado de una relacion binaria R. Para las

topologias C}{ Yy 7}{ se tiene C;% C ’7}%’.

- . , ! / / .
Las relaciones de contenencia entre las topologias Cp, Sp v T se pueden resumir en la

figura 1.7.
Ch
Afirmacién 1.32 2 ¢ Ejemplo 1.30
Z 2
Ejemplo 1.29
g S
Tr < Sk
2

Ejemplo 1.31

Figura 1.7: Relacion entre las topologias C;%, S;% y 7;{/
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1.3.3. Condiciones adicionales

Afirmacién 1.33. Sea X un conjunto dotado de una relacion refleviva R. Para las

topologias S}% Yy 7}: descritas en la definicion 1.25 se tiene Sy, = ’7}:.

La reciproca no es cierta en general, como se puede evidenciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.34. Considérese el conjunto X = {a, b, ¢} del Ejemplo 1.13 dotado de la

misma relacion, entonces se tiene:
!
CR = {(Z)’ X}
Por otro lado, se tiene:

G = {{}, {c}, {a}},
B(G/) = {®v {a}7 {b}’ {C}, X},
Sp="P(X).

Finalmente se tiene:

Hl = {{a7 b}v {bv C}v {CL, C}}?
B(H') = {{a}, {0}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b, ¢}, X},
Tr = P(X).

Se puede ver que Sy, = 7}%/, pero R no es reflexiva pues no se tiene a Ra, bRb ni c Rc.
Afirmacion 1.35. Sea X un conjunto dotado de una relacion transitiva R. Para las
topologias Cy, y Sy se tiene S C Cp.

La reciproca de esta afirmacién también es cierta, como se puede evidenciar a conti-

nuacion.

Afirmacion 1.36. En un conjunto X dotado de una relacion binaria R se consideran

las topologias Cp, y Sg. Si Sp C Cp, entonces R es transitiva.

Lo expuesto anteriormente se puede resumir en el siguiente corolario.

Corolario 1.37. En un conjunto X dotado de una relacion binaria R se consideran

las topologias Cp, y Sg. Se tiene Sy C Cy, si y solamente si R es transitiva.
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Afirmacion 1.38. Sea X un conjunto dotado de una relacion transitiva R. Para las

topologias Cy, y Ty, se tiene T, C Cp.
Corolario 1.39. Sea X un conjunto dotado de una relacion transitiva R. Para las
topologias Cy y Ty, se tiene Ty = Cp.
El reciproco no es cierto en general, como se puede evidenciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.40. Considérese el conjunto X = {a, b, ¢} del ejemplo 1.19 dotado de la

misma relacion, entonces se tiene:

C;R = {®7 {a}= {b7 C}7 X}

Por otro lado, se tiene:

G/ - {®7 {C}7 {b}}7
B(G) = {0, {b}, {c}, X},
SJIR = {@, {b}> {6}7 {b’ C}v X}

Finalmente se tiene:

H = {{a}a {b’ C}}a
6(1—-]/) = {07 {a}’ {b’ C}a X}>
T = {0, {a}, {b, ¢}, X}.

Asi en este caso 7}; = C;%, pero R no es transitiva pues b Rc y c Rb, pero no sucede que

bRb (y de igual forma, no sucede que c Rc).

. . ., . / / s .
Ahora bien, si R es una relacién reflexiva entonces S, = T (afirmacién 1.33), y si R es
., . / / . , . . .
una relacién transitiva entonces Cp, = Tj (corolario 1.39). De allf se obtiene el siguiente

resultado.

Corolario 1.41. Sea X un conjunto dotado de una relacion de preorden R. Para las

topologias Cr, Sp y T se tiene que ellas todas coinciden, Cp = Sp = Tp.

El reciproco no es cierto en general, como se puede evidenciar en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.42. Se considera el conjunto Z de los nimeros enteros con la relacion <

de orden usual estricto. Para cada entero x se tiene
U, ={n |z < n}
y, por otro lado,
Vm/:{n‘x<n}u{x}:{n‘x§n}:U;71.

Se sigue que {U.}vez = {V, Yoz, es decir, G = H 1y por tanto S = Tg. Por otro lado,
dado que la relacion < es transitiva entonces por el corolario 1.39 se tiene Cp = Tp.
De esta manera Cp, = Sp = T, (es decir, Cr, Sp y Ty coinciden), pero < no es una

relacion reflexiva.

En el caso de una relacién de preorden R, la topologia comin C;;{ = S;% = 7}{ es la que
tradicionalmente se asocia a conjuntos ordenados (véase [10], [24]), y en la literatura se
denomina “topologfa de colas a derecha”. Este nombre se debe a que las “colas” V,, se

pueden tomar como base de la topologia, lo cual se expresa a continuacién.

Afirmacion 1.43. Sea X un conjunto dotado de una relacion de preorden R. En este
caso H' = {V,

x € X} es una base de topologia sobre X .

Nota 1.44. Dado que la relacion R es reflexiva, se observa que U; = V;/ para cada , de
donde G' = H'. Asi, esta afirmacién también se puede enunciar de manera equivalente
con la base G = {U;r ‘ x € X}. La topologia que genera esta base es <H'> = 7;3' que,

. . . . / ’
por los resultados anteriores, en estas circunstancias es igual a Sp y a Cp.

1.3.4. Igualdad de topologias

Afirmacién 1.45. Sea X un conjunto dotado de una relacion simétrica R. Para las

topologias Cg, C;%, Sgr, S;%, Tr y 7}4 descritas en las definiciones 1.3 y 1.25 se tiene:

u CR:C;{z
u SR:S;%
C Th=Ti

Es decir, en este caso las topologias “a la derecha” y “a la izquierda” coinciden.
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Demostracion. Como la relacion R es simétrica se tiene x Ry si y solo si y Rx. En
primer lugar, esto implica que las condiciones que definen las topologias Cgr y C;% son la
misma, de donde Cj, = Cg. Por otro lado, para cada 2 € X se tiene U, = U, de donde
G' =Gy Sy = Sg. Por fin, también V, = U, U{z} = U,U{z} = V,, de donde H = H
vy Tr =Tr O

Por la afirmacién anterior y los corolarios 1.20 y 1.41 se obtiene el resultado siguiente.

Corolario 1.46. Sea X un conjunto dotado de una relacion de equivalencia R (refle-
ziva, simétrica y transitiva). Para las topologias C, C;{, Sr, S}%, Tr vy 7}: se tiene que

ellas todas coinciden.

1.4. Una equivalencia de categorias

En la construccion de las secciones anteriores se vieron involucradas varias estructuras
como los espacios topoldgicos y las relaciones en conjuntos, entre las cuales se destacan
los espacios topoldgicos de Alexandroff y las relaciones de preorden. Como es bien sabido
en teoria de categorias, estas estructuras determinan sendas categorias y la construccion

corresponde a un funtor.

1.4.1. Categorias concretas

La construccién se realizard en el contexto de las categorias concretas, para lo cual se
adopta la terminologia de Adamek (véase [1]). Las definiciones bésicas de la teoria de

categorias se asumen conocidas (para mayores detalles véase [16]).

Ejemplo 1.47. Algunos ejemplos de categorias que serdn de utilidad son los siguientes:

s Con: Tiene como objetos los conjuntos, los morfismos son las funciones y la

composicion es la usual entre conjuntos.

» Ab(X): Dado un espacio topoldgico X, la categoria Ab(X) tiene como objetos
los abiertos de X y los morfismos son las inclusiones entre conjuntos, es decir,

existe un morfismo U — V' si y solo si U C V.
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s Top: Tiene como objetos los espacios topologicos, los morfismos son las funciones

continuas y la composicion es la usual entre funciones.

» Fib(X): Dado un espacio topoldgico fijo X, la categoria Fib(X) tiene como ob-
jetos los pares (Y, f), llamados fibrados sobre X, dondeY es un espacio topolégico
y f:Y — X es una funcion continua. Un morfismo h : (Y, f) — (W,g) es
una funcion continua h : Y — W tal que gh = f. En la teoria de categorias esto

se expresa diciendo que el siguiente diagrama conmuta.

h
Y

Vi

» Rel: Tiene como objetos todos los pares (X, R), donde X es un conjunto y R es
una relacion binaria en X. Un morfismo f : (X, R) — (Y,S) es un morfismo

de relaciones, es decir, una funcion f : X — Y tal que si v R2' para v,2’ € X
entonces f(x)S f(a').

m GP: Si € es una categoria arbitraria, su categoria dual €°P tiene los mismos
objetos pero los morfismos tienen direccion opuesta. De esta manera si f : A — B,
g : B — C son €-morfismos entonces f* : B — A y g? : C' — B son €°P-
morfismos, y g% : C'— A se define por fPg? = (gf).

» Dadas categorias fijas € y 2 se define la categoria 2% que tiene como objetos los
funtores de € a 9 y como morfismos las transformaciones naturales entre dichos
funtores. En particular a la categoria Con®"" se le llama categoria de prehaces

Ab(X)°P

sobre la categoria €, y cuando € = Ab(X) entonces Con se le denomina

categoria de prehaces sobre el espacio topolégico X.

Como es bien sabido de teoria de categorias, un funtor F' : ¥ — % es una funcion

entre categorias, entre los cuales se destacara el siguiente.

Definicién 1.48. Sea € wuna categoria cuyos objetos son conjuntos con alguna es-

tructura (algebraica, topoldgica, de orden, etc.) y cuyos morfismos son funciones que
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respetan dicha estructura. El funtor olvido F' asigna a cada € -objeto C' el conjunto C
olviddndose de su estructura, y a cada € -morfismo f la funcion conjuntista subyacente
f. En general, si € es una categoria y % es una categoria de € -objetos con estructura

entonces el funtor olvido F' : BB — € es el funtor que olvida la estructura de A.

Definicién 1.49. Sea ¥ wuna categoria. Una categoria concreta sobre € es un par
(o, U), donde o/ es una categoria y U : & — € es el funtor olvido.

Ejemplo 1.50. Las categorias Rel y T op son categorias concretas sobre Con.

Definicién 1.51. Sea (&7,U) una categoria concreta sobre €. La fibra de un € -objeto
X es la clase de todos los of -objetos M tales que U(M) = X. En la fibra se considera

la siguiente relacion.
M < N  siexiste un morfismo f: M — N con Uf =1idx.
Afirmacion 1.52. < es una relacion de preorden.

Definicién 1.53. Si (&7, U), (#B,V) son categorias concretas sobre €, entonces un
funtor concreto de («7,U) en (B,V) es un funtor F : of — B con U = VF. Tal
funtor se denota F : (o/,U) — (AB,V).

Definicién 1.54. Sean F,G funtores concretos de (</,U) en (B,V), entonces F es
més fino que G, lo cual se denota F < G, siempre que F(M) < G(M) para cada
o/ -objeto M.

Definicién 1.55. Si (7, U), (A,V) son categorias concretas sobre una categoria € y
F.G: (o, U) — (B,V) son funtores concretos, entonces una transformacion natural

A F'— G es concreta siempre que V Ay = idy oy para cada 2/ -objeto M.

Nota 1.56. En adelante, por simplicidad una categoria concreta (&7 ,U) sobre € se
denota o .

Afirmacion 1.57. Si F,G : o/ — A son funtores concretos entonces: F < G si y

solamente si existe una unica transformacion natural concreta A : F — G.

Definicién 1.58. Sean o, # categorias concretas sobre la categoria €. Si G : o/ —
B, F: B — o son funtores concretos entonces el par (F,G) es una correspondencia
de Galois (entre o/ y B sobre € ) siempre que FG < id, eidyg < GF.
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Afirmacion 1.59. Sean &/, % categorias concretas sobre €. Si G : o — B,
F: 3 — o son funtores concretos entonces (F,G) es una correspondencia de Galois

st y solamente si existen transformaciones naturales concretas 1 y € para los cuales
(n,€) : F 4G : o — A son funtores adjuntos.

1.4.2. Construcciéon de funtores

Una de las topologias consideradas en la primera seccién da lugar a un funtor.

Afirmacién 1.60. Si f: (X, R) — (Y,S) es un morfismo de relaciones entonces
f:(X,Cr) — (Y,Cs)

es una funcion continua.

Demostracion. Sea U € Cg un abierto, lo cual significa que
beU, aRb implica a € U

para cada a,b € Y. Ahora se considera la imagen reciproca de U, sean y € f~1(U) y
r € X tales que z Ry. Entonces f(y) € U y, como f es un morfismo de relaciones,
f(z)S f(y) lo cual implica f(z) € U porque U € Cg, asi que z € f~1(U). Como se ha
mostrado que

ye f(U), xRy implica = € f~1(U)

para cada x,y € X, entonces f~1(U) € Cg, es decir, f~}(U) es un abierto luego f es

una funcion continua. O

Asi resulta que C es un funtor de la categoria de los conjuntos dotados de una relacién

binaria en la categoria de espacios topoldgicos. Mas atn, se tiene lo siguiente.

Corolario 1.61. La correspondencia C : Rel — T op definida como:

i) A cada conjunto (X, R) dotado de una relacion binaria R se asigna el espacio

topolégico (X,Cg)

ii) A cada morfismo de relaciones f : (X, R) — (Y, S) se asigna la funcion continua

f:(X,Cr) — (Y,Cs)
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es un funtor concreto.

Ahora es necesario desarrollar un camino en el sentido inverso, desde los espacios to-

poloégicos hacia los conjuntos con una relacion.

Afirmacién 1.62. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Para x,y € X son equivalentes:

i) y € {z};

ii) y € A implica x € A para cada abierto A de X.

Demostracion. En realidad, basta observar que para cualquier subconjunto S se tiene
SN{y} #0siysolosiyeS. Sin embargo, con sumo detalle:

(i) = (ii). Si A € 7 es abierto y y € A entonces y € {z} implica AN {z} # 0, es decir,
x € A.

(ii) = (i). Sea B € T un abierto arbitrario tal que y € B. Por hipdtesis esto implica
x € B, es decir, BN {z} #0. Asi y € {z}. O

Afirmacién 1.63. Sea f : (X,7) — (Y, ) una funcion continua entre espacios to-

poldgicos y sean xr,y € X.

Siy e {z} entonces f(y) € {f(z)}.

Demostracién. Sea V € p un abierto de Y tal que f(y) € V. Entonces f~}(V) € 7 es
abierto en X porque f es continua. Como y € {z}, de y € f~1(V) se sigue z € f~1(V),
es decir, f(x) € V.

Puesto que f(y) € V implica f(x) € V, se concluye que f(y) € {f(z)}. O

De esta manera, si en cada espacio topoldgico (X, 7) se define la relacién binaria E;
como: a B, bsi b € {a} (esto es, si y solo si b € A implica a € A para cada abierto

A € 7), entonces para cualquier funcién continua f : (X,7) — (Y, u) se concluye:
aE;b implica f(a)E, f(b)

para cada a,b € X, verificando asi que f es un morfismo de relaciones.
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Afirmacién 1.64. Si f : (X, 7) — (Y, u) es una funcion continua, entonces la misma

funcion f: (X, E;) — (Y, E,) es un morfismo de relaciones.

Asi se obtiene un funtor E de la categoria de los espacios topoldgicos en la categoria de

los conjuntos dotados de una relacion binaria.

Corolario 1.65. La correspondencia E : T op — Rel definida como:

i) A cada espacio topoldgico (X, T) se asigna el conjunto (X, E.) dotado de una

relacion binaria E,

ii) A cada funcion continua f : (X, 7) — (Y, 1) se asigna el morfismo de relaciones
f : (X7ET> — (KEAL>

es un funtor concreto.

Nota 1.66. Dado un espacio topologico (X, T), la relacion E, definida anteriormente
en algunos contextos se conoce como el preorden de especializacién y siempre es una
relacion de preorden. Cabe resaltar que numerosos autores describen el preorden de
especializacion en un sentido dual, es decir, la relacion binaria E. como: a ELb si

ac m Teniendo en cuenta el teorema 1.63, se sigue cumpliendo que:
aE; b implica f(a)E, f(b).

Se puede verificar que E; y E. gozan de las mismas propiedades (en un sentido dual),
y por tanto es irrelevante cudl de las dos se escoge. Por cuestiones de redaccion del

documento y del objetivo del mismo, se trabajara con la relacion E.

1.4.3. Adjuncion

Afirmacién 1.67. Sea f : X — Y wuna funcion, R una relacion en X y p una

topologia en 'Y . Son equivalentes:

i) f:(X,R) — (Y,E,) es un morfismo de relaciones

ii) f:(X,Cr) — (Y, 1) es una funcidn continua
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Demostracion.

(1) = (i1). Sea U € pun abiertode Y y seab € f~1(U), es decir, f(b) € U. Por hipétesis
se tiene:

aRb implica f(a)E, f(b)

para a,b € X. Sea a € X tal que a Rb, entonces f(a) E, f(b) y asi f(b) € {f(a)}. Por

el teorema 1.62 se tiene f(a) € U, y asi a € f~1(U). Como se mostré que:
be fH(U),aRb implica a € f~*(U)

entonces se tiene f~1(U) € Cr, de manera que f es una funcién continua.

(i) = (i). Sean z,y € X tales que x Ry y sea V € p con f(y) € V, de manera
que y € f~1(V). Como f es una funcién continua, entonces f~!(V) € Cr. Dado que
y € f74(V) y x Ry entonces z € f~1(V), de donde se sigue que f(x) € V. Luego,
se ha mostrado que f(y) € V implica que f(z) € V, y asi f(y) € {f(z)}, es decir,

f(x) E, f(y). Por tanto f es un morfismo de relaciones. O

A partir de la afirmacion anterior se mostrara que entre las categorias Top y Rel

existe una adjuncién. Sea 7 una topologia arbitraria sobre un conjunto Y, entonces
idy : (Y,E,) — (Y, E,)

es un morfismo de relaciones. Por la afirmacién 1.67 se tiene que
idy : (Y,Cg,) — (Y, 7)

es una funcién continua, de donde:

CE < T

T —

Como esto se cumple para cualquier espacio topolégico (Y, 7), a nivel de funtores se

concluye:
CE <idrop.

Cabe resaltar que, como conjuntos, se tiene la contenencia 7 C Cg, .

Por otro lado, sea R una relacién arbitraria sobre un conjunto X, entonces

idX : (X,CR) — (X,CR>
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es una funcién continua. Por la afirmacién 1.67 se tiene que
idx : (X, R) — (X, E¢c,)
es un morfismo de relaciones, de donde:
R < Eg¢,.

Como esto se cumple para cualquier conjunto (X, R) dotado de una relacién binaria R,
a nivel de funtores se concluye:
tdre < EC.

Ahora, dado que los funtores C : Rel — Top y E : Top — Rel verifican
CE < idrop idre < EC

entonces (C, F) es una correspondencia de Galois. Finalmente, por la afirmacién 1.59
existen transformaciones naturales concretas n y € para los cuales (n,¢) : C 4 E :

T op — Rel son funtores adjuntos.

Teorema 1.68. Los funtores concretos C : Rel — Top y E : Top — Rel

constituyen un par adjunto.

Como es conocido en teoria de categorias, toda adjuncion se restringe a una equivalencia
de categorias entre las imagenes, que coinciden con los puntos fijos bajo los funtores

compuestos.

Afirmacion 1.69. Para una relacion binaria R las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

i) R es una relacion de preorden
ii) R = E, para alguna topologia T
iii) R = E¢,

Demostracion.

(i) = (). Siempre se tiene R C E¢,. En el otro sentido, supéngase que = (E¢,)y y

considérese el conjunto A = {z | z Ry} = U,. Como R es transitiva, por la afirmacién
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1.14 este conjunto A es un abierto de Cg; como R es reflexiva, y € A. Por la definicién

de E¢, se sigue x € A, es decir, z Ry. Asi, E¢, C Ry se concluye la igualdad.

(i) = (i1). Basta tomar 7 = Cg.

(ii) = (i). Toda relacién de especializacion es de preorden. O
Por tanto, se puede evidenciar que los objetos de la categoria Rel que quedan inva-
riantes bajo el funtor compuesto EC son precisamente las relaciones de preorden.

Afirmacion 1.70. Sea 7 una topologia arbitraria sobre X. Todo abierto de Cg, es

interseccion de abiertos de 7.

Demostracidn. Sea U € Cg. . Dados x ¢ U, y € U se tiene x By, es decir, y ¢ m
luego existe un abierto A,, € 7 con y € A,y, * ¢ A,,. Para cada x ¢ U fijo sea
B, = UyeU A,,. Se nota que B, € T es abierto, que z ¢ B, y que U C B,. En
consecuencia U C ﬂng B,. Pero en realidad esto es una igualdad, pues si z ¢ U

entonces z ¢ B, luego z ¢ ﬂz¢U B.. En conclusién, U = ﬂer B, con B, € T. O

Afirmacion 1.71. Para una topologia T las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) T es una topologia de Alexandroff
it) T = Cg para alguna relacion R
iii) T = Cpg,

Demostracion.

(i) = (iii). Siempre 7 C Cg,. En el otro sentido, por la afirmacién 1.70 todo abierto
de Cg, es interseccion de abiertos de 7. Como 7 es una topologia de Alexandroff, esta

interseccién pertenece a 7. Asi Cg. C 7 y se concluye la igualdad.

(#ii) = (ii). Basta tomar R = E,.

(ii) = (i). Por la afirmacién 1.5, toda topologia Cg es de Alexandroff. O
Por tanto, se puede evidenciar que los objetos de la categoria T op que quedan inva-
riantes bajo el funtor compuesto CE son precisamente las topologias de Alexandroff.

Teorema 1.72. Eziste una equivalencia entre la categoria de los espacios de Alexandroff

y la categoria de las relaciones de preorden.
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Demostracion. Es consecuencia del teorema 1.68 y las caracterizaciones anteriores de

los puntos fijos bajo los funtores compuestos. [

La correspondencia biyectiva entre espacios de Alexandroff y relaciones de preorden
se atribuye a P. Alexandroff. En la literatura se encuentran otras pruebas de esta
equivalencia de categorias, pero algunas de ellas mucho mas complicadas y largas que

la anterior (véase por ejemplo [7]).
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Capitulo 2

Haces para modelos de Kripke

“modales”

Los modelos de Kripke son estructuras que fueron introducidas por Saul Kripke como
semantica para la logica modal. Luego fueron adaptados como una semdantica para la
l6gica intuicionista, asi que se puede hablar de modelos de Kripke “modales” y modelos
“intuicionistas”. Cualquier modelo de Kripke “intuicionista” se puede ver de manera
natural como un haz [10]. En este capitulo se propone una forma de asociar un haz a

un modelo de Kripke “modal”.

Los conceptos bésicos de la légica modal pueden ser consultados en [11], [12] y [13],
mientras los elementos de la teoria de haces se pueden encontrar en [17] y [25]. En las
secciones que siguen se presentan algunas nociones minimas de estos temas y se fija la

terminologia empleada en el resto del documento.

2.1. Modelos de Kripke para la légica modal

La légica modal puede verse como una extension de la logica clasica que incluye opera-
dores de modalidad, en especial los operadores de necesidad y posibilidad. Si o es una

formula légica entonces se definen las siguientes férmulas.

o “necesariamente o”

Oa “posiblemente o”
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Estos operadores se pueden definir cada uno en términos del otro mediante las equiva-

lencias que se muestran a continuacién, aqui — denota la negacion.
Qa < —O-a Oa < O

Los operadores modales se rigen por una gran cantidad de axiomas que han adquirido

nomenclatura en la tradicién matematica, se dan algunos ejemplos.

K. O(a — p) — (Oa — 0p)
Ua — o

Ha — OO«

a— 00w

Oa — OO«

G. O0a — OO«

o W o H

Segin los axiomas que se adopten para estos operadores se obtienen muchas légicas
modales. En general se toman todos los axiomas de la logica clasica (abreviados LC) y
se anaden algunos de los anteriores, o axiomas similares a ellos. Las siguientes combi-

naciones determinan las logicas modales mas conocidas.

N. LC + K
B.LC+K+T+B

S;. LC+ K+ T+ 4
Si2. LC+HK+T+4+G

Ss. LC+ K+ T+ 4+ B, obien, LC+ K+ T + 5

Aparte de los axiomas se adopta la regla de inferencia usual en la logica clasica cono-
cida como modus ponens, ademas de la regla de necesitacion que establece que toda

tautologia es necesaria.

Los axiomas y las reglas determinan la sintaxis de las logicas modales. Respecto a la
semantica de las mismas, la mas conocida estda dada por los ya mencionados modelos

de Kripke que en alguna medida formalizan la idea de los mundos posibles de Leibniz.
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Definicién 2.1. Un marco modal es una pareja i = (X, R), donde X es un conjunto
llamado universo y cuyos elementos x € X se denominan mundos, mientras R es una

relacion binaria en X llamada relacion de accesibilidad entre los mundos del marco.

Se nota que no existe restriccién alguna sobre el conjunto X ni sobre la relacién R.

Cuando se tiene x Ry entonces se dice que el mundo y es accesible desde el mundo .

De manera informal, la semantica de Kripke permite interpretar los operadores modales

de la siguiente manera.

s La férmula o es necesaria en un mundo si es verdadera en todos los mundos
accesibles desde él.

En otras palabras, Ua es valida en z si « es valida en todo y con x Ry.

= La férmula « es posible en un mundo si es verdadera en algin mundo accesible
desde él.

En otras palabras, O« es valida en x si « es valida en algtin y con z Ry.

De esta manera, para poder formalizar la logica solo se requiere precisar la nocién de
“verdad” o “validez” en un mundo. Esto se hace como en la légica clasica, mediante

una valuacién que especifica cuales proposiciones son verdaderas y cuales falsas.

Definicién 2.2. Un modelo de Kripke es una pareja k = (u,v), donde p = (X, R)
es un marco modal mientras v es una valuacion que para cada x € X consiste en una

funcion v, : L — {V, F'} siendo L el conjunto de letras proposicionales.

De forma alternativa, la funcion v estd determinada de manera tnica por la funcién
siguiente.
viL—PX):ip—{zeX]|vp =V}

Ahora en cada mundo z, la valuacién “local” v, se extiende a todas las férmulas pro-
posicionales de la manera usual en la légica proposicional (véase [9]), dando lugar a la
funcion extendida TU,. A continuacion se incluye en esa definicion las formulas modales,

dando rigor a las ideas expresadas arriba.

Definicién 2.3. Sea k = (u,v) un modelo de Kripke. Para cada letra p € L, cada par

de formulas o, 5 y cada mundo x € X se define:
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» Tulp] =V sive(p) =V

« T[] =V siT,a] = F

= aNBl =V sivfa]l =V y T8 =V

s DoV B =V sita] =V on,[8] =V

s Dyfa = B =V siTyla] =V implica ,[8) = V

= T,[0a] =V si para cada y € X con x Ry se tiene Ty[a] =V

» T, [0a] =V sipara algin y € X con x Ry se tiene Tyla] =V

En este punto es conveniente introducir la notacion mas usual para la semantica.

Definicién 2.4. Sea k = (1, v) un modelo de Kripke. Una formula o es valida en un

mundo x € X siUzla] =V, lo cual se denota
K Ea.

En estos términos la definiciéon 2.3 se traduce de la siguiente manera.

K= psiysolosiv(p) =V

xT

» k= asiysolosi kFa
x
x

KEaNfsiysolosik FaykEfS

KEaVisiysolosikFaokEp

K= a— [ siysolosi k | aimplica k =

k= Oa siy solo si k = a para cada y con z Ry
T Yy

k= Qasiy solo si k = « para algin y con x Ry
@ y

La validez de ciertas férmulas en los modelos de Kripke esta vinculada estrechamen-
te con las propiedades de la relacion de accesibilidad entre los mundos posibles. Las

pruebas detalladas de los hechos siguientes se pueden encontrar en [13] y [15].
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Afirmacion 2.5. Un marco modal es reflexivo si y solo si para todo modelo de Kripke
sobre €l y cualquier valuacion la férmula T: Op — p es vdlida en cada mundo (o de

forma equivalente, si la formula p — Qp es vdlida en cada mundo).

Afirmaciéon 2.6. Un marco modal es simétrico si y solo si para todo modelo de Kripke
sobre €l y cualquier valuacion la formula B: p — OOp es vdlida en cada mundo (o de

forma equivalente, si la formula OOp — p es vdlida en cada mundo).

Afirmacion 2.7. Un marco modal es transitivo si y solo si para todo modelo de Kripke
sobre él y cualquier valuacion la formula 4: Op — O0p es valida en cada mundo (o de

forma equivalente, si la formula OOp — Op es vdlida en cada mundo).

Una relacion binaria R es convergente si para elementos x, y, 2z talesque t Ry y t R 2
existe un elemento u tal que y Ru y z Ru. Por ejemplo, es evidente que toda relacion

simétrica es convergente, pero no al revés.

Afirmacién 2.8. Un marco modal es convergente si y sélo si para todo modelo de
Kripke sobre él y cualquier valuacion la formula G: OOp — OOp es wvdlida en cada

mundo.

Esto sugiere que algunas logicas modales corresponden a marcos dados por relaciones

de cierto tipo. Las conclusiones siguientes también se pueden demostrar con rigor.

Teorema 2.9. Sea ¢ cualquier formula modal.

1. ¢ es deducible en la logica Sy si y solo si es valida en todos los modelos de Kripke

sobre una relacion reflexiva y transitiva, es decir, de preorden;

2. ¢ es deducible en la logica Sy sty solo si es vdlida en todos los modelos de Kripke

sobre una relacion reflexiva, transitiva y convergente;

3. ¢ es deducible en la logica S5 si y solo si es vdlida en todos los modelos de Kripke

sobre una relacion reflexiva, simétrica y transitiva, es decir, de equivalencia.

A continuacién se muestran algunos ejemplos que ilustran las afirmaciones enunciadas.

Ejemplo 2.10. Considérese el conjunto X = {a, b, ¢, d, e } dotado de la relacion:

R ={(a,b), (b,c), (c;d), (d,e)}.
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La figura 2.1 muestra la relacion R mediante un diagrama. Esta relacion se puede

obtener considerando cinco numeros naturales con el orden usual estricto no transitivo.

Sobre el marco modal = (X, R) se considera el modelo de Kripke k = (u,v) donde v

estd dada por:

v(p) = {b, c}, v(q) = {a, b, ¢, d, e}.

Como se indico, aquiv(p) indica que p es verdadera enb y en c, o de manera equivalente:

De forma andloga, es v.(q) =V para cada x € X.

Ahora se observan los hechos siguientes.

&) Para el elemento a € X, si se consideran todos los elementos y € X tales que a Ry
se observa que solo se trata de un elemento, que es b. Puesto que Tylp| =V, se
tiene Ty[p] = V para cada y € X con aRy, y en consecuencia U,[0p] =V, es

decir:

K ): Op.
De forma similar se tiene K ): Op, mientras /<;J75 Op (pues ¢ Rd con Typ] = F),
/{Jr’f Op y por fin k ): Op (de manera trivial).

&) Puesto que k¥ p, de lo anterior se concluye que:
a
k¥ Op — p,
a
lo cual es consistente con la afirmacion 2.5 pues la relacion R no es reflexiva.

&) Ya que existe y € X con a Ry tal que k |=Op (de hecho, la inica posibilidad es el

y
elemento b y para este si es vdlida la formula), se tiene:

k = OUp.

a
De nuevo, como k ¥ p se concluye que:
a
kF OUp — p,

a

lo cual es consistente con la afirmacion 2.6 pues la relacion R no es simétrica.
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&) Puesto que bRc y k¥ Op, se tiene fiJf UOp. En consecuencia
/f}?bf Up — UUp,
lo cual es consistente con la afirmacion 2.7 pues la relacion R no es transitiva.

&) De forma andloga se puede ver que k |= Oq para cada x € X.

Figura 2.1: Diagrama del ejemplo 2.10
Ejemplo 2.11. Considérese el conjunto X = {a, b, ¢, d, e, f, g, h} con la relacion R

dada por el diagrama de la figura 2.2. Esta relacion se puede obtener considerando los

divisores positivos de 24 con la divisibilidad estricta.

Figura 2.2: Diagrama del ejemplo 2.11

Sobre el marco modal = (X, R) se considera el modelo de Kripke k = (u,v) donde v

estd dada por:

v(p) =1d, f, g, h}, v(q) = {e}.

En este modelo se observan los hechos siquientes.
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&) Como Tylp] = V para cada y € X con eRy, se tiene U.[0p] = V; pero como
Tep] = F se concluye:

kEUp — p.

Esto es consistente con la afirmacion 2.5 pues la relacion R no es reflexiva.

&) Puesto que no existe elemento alguno y € X con h Ry, de manera trivial /-@k: Op.
Ahora para cada x € X con x # h se tiene x Rh y /@Jf Op, luego k ¥ OOp para

todos estos elementos x # h. En cambio k |= OOp, de nuevo porque no existe
h
elemento alguno y € X con h Ry.

&) Ahora como Tylp| =V se obtiene:
K P; p — OOp.

Lo mismo sucede en los mundos f y g. Esto es consistente con la afirmacion 2.6

pues la relacion R no es simétrica.

Para una referencia més detallada de la logica modal, los modelos de Kripke y la
expresion de propiedades de la relacion de accesibilidad mediante la validez de féormulas

modales, se puede consultar el trabajo [15].

2.2. Haces

Antes de una definicién formal de haz, se mostrarda un ejemplo inicial.
Ejemplo 2.12. Dado un espacio topologico X, se define la funcion
C:Ab(X)” — Con
para cada abierto U € Ab(X) como sigue:
C(U)={f:U—R | fesuna funcion continua} .

Ahora, si V- C U es un abierto y f € C(U) entonces f |v es la restriccion de f al

subconjunto abierto V. Como esta restriccion también es continua, se tiene una funcion:
cU) — CcV)

fo— flv
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De esta manera, C' define un funtor contravariante Ab(X)” — Con.

Una caracteristica especial de este funtor es que si {U,;}ic; es un cubrimiento abierto
de U y {fitier es una familia de funciones continuas f; : U; — R € C(U;), entonces
existe a lo mas una funcion continua f : U — R € C(U) que extiende esta familia,
esto es, con restricciones f |y,= fi para cada i € 1. Ademds, tal [ existe si y sdlo si
las funciones f; coinciden en las intersecciones de sus respectivos dominios, es decir,

fi(x) = f;j(z) para cada x € U; NUj, coni,j € I. Esto se verifica a continuacion.

=) Si W CV CU entonces para cada f € C(U) se tiene (f |v) lw= f |w, es decir, la
restriccion es transitiva. Asi, dado que UyNU; CU; CU, U;NU; CU; CU y f |u,= fi

para cada t € I entonces:

fi

u;NU; = (f Ui)
=/
= ([ v;) lvirw;

=J;

y ast las funciones f;, f; coinciden en las intersecciones de sus respectivos dominios.

UiﬁUj

UiﬂUj

UiﬂUj

<) Existencia. Dado x € U, como {U,;}ier es un cubrimiento abierto de U existe i € I

tal que x € U; y se define f(x) = f;(x).

Esta funcion estd bien definida. Pues st x € U; N Uj, entonces por hipdtesis f; |v,nv,=

i vi=fi

para cada i € I. Por la misma razon, dado que f coincide con la funcion continua f;

vinu,, es decir, fi(x) = f;(x). Por la definicion se sigue de inmediato que f

en el abierto U; entonces [ es continua en todo su dominio U.

Unicidad. Sea g : U — R una funcion continua tal que g |y,= fi; para cada i € I. Para
cada x € U existe 1 € I tal que v € U; y asi:

v, (2) = fi(z) = f().

g(r) =g

Por tanto f = g.

Teniendo en cuenta lo anterior, se motiva la definicién de haz dada a continuacion.

Definicién 2.13. Dado un espacio topologico X, un haz sobre X es un funtor contra-
variante H : Ab(X)” — Con tal que para cada U € Ab(X) y cada cubrimiento
abierto {U;}ier de U se tiene que, dados a; € H(U;) tales que a; |v,ru,= a; |u,nu, para

cada i,j € I, existe un unico a € H(U) tal que a |y,= a;.
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En la definiciéon anterior, para U; C U se tiene una funcién Hyy, : U — U; y el
elemento Hyy,(a) se denota a |y, por analogia con el caso de las funciones continuas
(véase el ejemplo 2.12). Asf, la condicién de compatibilidad a; |v;nv;= a; |v;nv; significa

la coincidencia de los elementos a; por las funciones del prehaz.

Esta definicién 2.13 justifica el hecho de que los funtores F : Ab(X)” — Con se

denominan prehaces sobre X (véase el ejemplo 1.47).

Ejemplo 2.14. El ejemplo inicial 2.12, ademds de ser un haz, se puede generalizar de

VATIAS MaAneras.

» 51 X, Y son espacios topoldgicos entonces para cada abierto U de X se define
cY(U) = {f U —Y ‘ f es una funcion contmua} )
Con las restricciones, esto define un haz CY sobre el espacio X .

s Ahora sea X un subconjunto abierto de algin R™ con su estructura métrica usual.

Fijado un entero k > 0, para cada abierto U de X se define
CHU) = {f U —R ‘ f es una funcion k veces dz’ferencmble} )
Con las restricciones, esto define un haz C* sobre X .

s 51 X es un subconjunto abierto de algin C" con su estructura métrica usual, para
cada abierto U de X se define

CYU)={f:U—C } f es una funcidn analitica} .
Con las restricciones, esto define un haz C* sobre X.

Ejemplo 2.15. Sea X cualquier espacio topologico y sea vy € X un elemento fijo. Se
define el prehaz F . Ab(X )™ — Con como sigue:

— Para cada abierto U es
Z st xg € U;

{0} st a9 ¢ U.

F(U) =

— Para cada par de abiertos U, V' tales que V C U es

idy, st xg €V,
0 (constante 0)  si xg ¢ V.

FUV:
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Ahora se considera un cubrimiento abierto {U,}ie; de un abierto U y una familia {n;};cr
con n; € F(U;) tal que n; |v,nu;= ny |v,nu; para cada i,j € 1. Se nota que si xg ¢ U;

entonces n; = 0, en caso contrario podria ser un entero no nulo.

&) Sixg €U entonces xy € U; para algin i € I y se escoge n =n; € F(U).
FEste elemento no depende del indice © porque si también xo € U; entonces xy €
U;NU; de donde n; = n;

cada k € I con xy € Uy se tiene ny = n; = n = n |y, mientras para cada k € 1

vinu; = Ny |uinu;= 1y En estas circunstancias, para
con xo ¢ Uy se tiene ny = 0 =n |y, . Es claro que este elemento n € F(U) es el

unico que satisface estas restricciones.

&) Sixzg ¢ U entonces xg ¢ U; para cada i € I y se escoge 0 € F(U).
En estas circunstancias, para cada k € I se tiene ny = 0 = 0 |y,. De nuevo es

claro que este elemento 0 € F(U) es el inico que satisface estas restricciones.
En conclusion, este funtor F' es un haz sobre X.

Todos los haces sobre un espacio topoldgico fijo X constituyen una categoria, denotada

Sh(X), cuyos morfismos son las transformaciones naturales entre los haces.

2.2.1. Haces como espacios étale

En esta seccién se plantea la nociéon de haz sobre un espacio topoldgico sin usar las he-
rramientas categoricas mencionadas en el apartado anterior. Aunque la presentacién en
términos de funtores resulta muy elegante, definir esta nocion usando solamente concep-
tos topoldgicos es mucho més practico e intuitivo. En realidad, existe una equivalencia

entre las dos maneras de considerar los haces.

De fibrados a prehaces

Dado de nuevo el espacio topolégico fijo X, en el ejemplo 1.47 se presenté un fibrado
sobre X como una pareja (E,p) donde p : E — X es una funcién continua. En este
contexto, dado € X la fibra de E sobre z es la imagen reciproca p~'(x), a veces es
conveniente pensar un fibrado como una familia indexada de fibras. Por otro lado, una

seccion del fibrado (E, p) sobre un abierto U de X es una funcién continua o : U — E
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tal que po = iy siendo iy : U < X la inclusién, es decir, p(o(x)) = x para cada x € U.

Ahora, dado un fibrado p : E — X, para cada abierto U de X se considera el conjunto
I,(U)={0:U— E | oesuna seccidn} .

Como en los ejemplos del apartado anterior, si V' C U entonces se tiene la funcion

restriccién I',)(U) — I',(V), luego
r,: Ab(X)” — Con
define un funtor contravariante. Es decir, cualquier fibrado determina un prehaz.

Ahora, sea U un abierto de X, sea {U;};c; un cubrimiento abierto de U y sea {o;} una

familia de secciones con o; € T'y(U;) tal que o; v.nU;= 05 |u,nu; para cada i,j € 1.

Entonces se tiene:

&) Para z € U es x € U; para algin ¢ € [ y se define o(x) = 0;(z).
Esta definicién no depende del indice ¢ porque si también x € U; entonces x €
U; N U; de donde oi(z) = 05 |vny, (z) = 0

coincide con la funcién continua o; en el abierto U; entonces o es continua en

unu; (2) = oj(z). Dado que o

todo su dominio U. Ademas p(o(x)) = p(o;(x)) =  de manera que po = iy. Asi,

o € I')(U) es una seccién sobre U.

&) Esta es la tinica seccién o tal que o |y,= o0; para cada i € I.
La igualdad o |¢y,= o; se sigue de inmediato por la definicién. La unicidad también

es clara.

En conclusién, I', es un haz de conjuntos sobre X, llamado el haz de secciones del

fibrado p. Asi cada fibrado sobre el espacio topoldgico X determina un haz sobre X.

Ahora, si f : p — p es un morfismo de fibrados sobre X (véase el ejemplo 1.47) y
s: U — E es una seccién de p, entonces fs es una seccién de p’ pues p fs = ps = iy.
Dado que s € I'y(U) asigna un elemento fs € I'/(U) entonces se tiene una funcién
I'y — I que en realidad es una transformacion natural entre los haces I', y T'y,
notada f—. Por tanto, un morfismo de fibrados f : p — p  induce un morfismo de

haces I'f : I') — '/, y asi
I': Fib(X) — Con?tX)”
es un funtor donde I'p =Ty, y para f : p — p se toma I'f = f—.
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De prehaces a fibrados

Dado un prehaz P : Ab(X)” — Con sobre el espacio X, se define ahora la nocién
de germen respecto a P. Si x € X, dadas las vecindades abiertas U, V de x y los
elementos s € PU, t € PV se define s ~ t si existe una vecindad abierta W de z tal
que W CUNVys|w=t|w, es decir, si sus “restricciones”coinciden en PW. Para
un elemento x de X fijo esta relacién ~ es de equivalencia. Las propiedades reflexiva
y simétrica son evidentes por definicién; para la propiedad transitiva sean s € PU,
te PV, ue PW tales que s ~ t y t ~ u, entonces existen vecindades abiertas Wy, Ws
de x que satisfacen W, CUNV, Wy CVNW con s |lw,=1t |w, vt |w,= u |w,. Luego
WinWy, CUNW y se tiene la siguiente cadena de igualdades:

s lwirwa= s lwi lwinwa=t lwi lwinwe =t [winwa= t [walwinwe= U [ws lwinwe = © [winws,

lo cual muestra que s ~ wu. La clase de equivalencia de cada elemento s se denota

germ,s y se denomina el germen de s en x respecto al prehaz P.

Ahora se considera el conjunto
P, = {germxs ‘ s € PU, U vecindad abierta de x} ,

ademds se define Ap = | | .y P, (unién disyunta) y se define la funciéon p : Ap — X

como p(germ,s) = z, de tal modo que cada P, es la imagen reciproca del punto x.

Para definir una topologia adecuada sobre Ap se nota que cada elemento s € PU
determina una funcién $ : U — Ap, x — germ,s, y se evidencia que p$ = iy. Ahora
el conjunto

B ={s(U) | s € PU, U abierto en X}

de todas las imagenes $(U) es una base para una topologia sobre Ap. En efecto, por una
parte es claro que | JB = Ap. Ahora sea a € $(U)N#(V), entonces a = s(x) y a = t(z')
para ciertos z,z’ € X. Pero x = ps(x) = p(a) = pt(z') = 2’ luego a proviene del mismo
elemento x € X por sy por t, y ademas z € UNV. Ahora s y t coinciden en x y como
en realidad se toman clases de equivalencia esto significa s ~ t. Luego existe un abierto
W CUNYV tal que s y t coinciden en W. Asi a € $(W) = {(W) C 5(U) Nn#(V). Lo

anterior evidencia que 8 es una base para una topologia sobre Ap.

Se sigue de inmediato que p : Ap — X no solo es continua sino que se trata de un

homeomorfismo local, esto es, cada elemento a € Ap posee alguna vecindad abierta
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A tal que la imagen p(A) es abierto y ademads la restriccién p [4: A — p(A) es un

homeomorfismo.

Definicién 2.16. Dado un espacio topologico X, un espacio étale sobre X es un par

(E,p) donde E es un espacio topolégico y p: E — X es un homeomorfismo local.

Como todo homeomorfismo local en particular es una funciéon continua, cada espacio

étale es un fibrado.

Asi, por el procedimiento indicado, cada prehaz sobre un espacio topolégico X define

un espacio étale sobre X.

Todos los espacios étale sobre un espacio topoldgico fijo X constituyen una categoria,
denotada £¢(X). Un morfismo entre dos espacios étale (F,p), (F’,q) sobre X es una
funcion h : E — FE’' tal que ¢h = p.

Afirmaciéon 2.17. Cada morfismo entre espacios étale es un homeomorfismo local.

Demostracion. Sean p : F — X y q : ' — X espacios étale y sea h : p — ¢
un morfismo entre ellos. Para a € E, h(a) € E’ existen respectivamente vecindades
abiertas U, V tales que p(U), ¢(V') son abiertos y p |y: U — p(U), q |v: V — q(V)
son homeomorfismos, de donde W = p(U) N ¢(V) es un abierto en X. Ahora sea
U, C U la imagen reciproca de W por p, entonces la restriccion p; = p |p,: Uy — W
es un homeomorfismo; asimismo sea V; C V' la imagen reciproca de W por ¢, entonces
¢ = q |y: Vi — W es un homeomorfismo. Puesto que ¢gh = p, también ¢1hy = p;
(aqui hy = h |p,) de donde hy = (¢1) ' p1 : Uy — V4 es un homeomorfismo. Por lo

tanto, h es un homeomorfismo local. O

Ademas, una transformacion natural h : P — () entre prehaces define un morfismo
entre espacios étale. En efecto, para cada abierto U y cada x € U sea h, la funcion
P, — Q. definida por h,(germ,s) = germ,(hy(s)), de manera que el siguiente dia-

grama conmuta:

hy
PU — QU

germy, l l germs

Py ——— @

T hr
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Tomando la unién disyunta se obtiene una funcién ' : Ap — Ag, que es un morfismo

de espacios étale. De esta forma se define un funtor

A : ConA*X)” _, Fib(X).

Una equivalencia y una aproximacion

Los haces sobre un espacio topolégico pueden verse de dos maneras equivalentes: como
prehaces “exactos” (funtores que satisfacen la definicién 2.13) o como fibrados que
son homeomorfismos locales (definicién 2.16). Esta correspondencia es, en realidad una
equivalencia de categorias que resulta del par adjunto A - I' determinado por los
funtores construidos en los apartados anteriores. Esta situacién se puede esquematizar
en el diagrama siguiente, donde los morfismos verticales corresponden a las inclusiones

de las categorias mientras los morfismos de la base son las restricciones de A y I'.

r
adjuncion: Fib(X) ConAb(X)°P
I
equivalencia: Et(X) — 7 Sh(X)

Teorema 2.18. Para un espacio topologico X existe una equivalencia entre la categoria
Et(X) de los espacios étale sobre X y la categoria Sh(X) de los haces sobre X.

Como en todos los casos de adjuncidn, el funtor compuesto AI' : Fib(X) — Et(X)
determina un par adjunto con la inclusién y como tal es un mecanismo de aproximacion:
para cualquier fibrado (F, p) sobre el espacio X, su imagen Ap, = AI'(E, p) es el espacio
étale que, en un sentido categérico, mejor se aproxima a (E,p). En particular, Ap, es

isomorfo a (E,p) si y solo si este fibrado es un espacio étale.

Para una referencia més detallada sobre los haces se puede consultar el trabajo [8].
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2.3. Modelos de Kripke como fibrados

Como se indicé al principio de este capitulo, se busca una forma de asociar un haz a
un modelo de Kripke “modal”. El camino que se sigue a continuacién para alcanzar ese

objetivo es ver el modelo de Kripke como un fibrado sobre cierto espacio topolégico.

2.3.1. Una construccién general

Para comenzar, se propone una manera de construir fibrados sobre un espacio topoldégico

dado. La siguiente terminologia es propia.

Definicién 2.19. Sea p : A — B una funcion. Una preseccién de p es una funcion

0:8 — A donde S C B y ademds po =ig (inclusion de S en B).

Es decir, una preseccién es una inversa parcial a derecha de la funcién p.

Afirmacion 2.20. 57 S C B yo: S — A una preseccion de p : A — B entonces

P loes): 0(S) — S es una funcion biyectiva, con inversa o.

Demostracion. Sip(a) = p(b) con a,b € o(S), sean s,t € S tales que a = o(s), b = o(t)
entonces s = po(s) = p(a) = p(b) = po(t) =t de donde a = o(s) = o(t) = by pes
inyectiva. Por otro lado, para cada x € S se tiene z = po(z) = p(o(z)) con o(z) € o(S)

luego p es sobreyectiva. La igualdad po = ig implica que la inversa de p es o. ]

Definicién 2.21. Sea X un espacio topolégico con una subbase de abiertos H y sea
p: E — X una funcion. Dada una familia 3 de presecciones o : V. — E definidas
en abiertos generadores V€ H, sobre E se considera la topologia Ts; generada por las

imdgenes de abiertos por estas presecciones, esto es:

TS = <U(A) | o€ X, A es abierto en X>.

Notese que si bien el dominio de cada preseccion escogida o debe ser un abierto subbési-
co V', para generar la topologia en F se toma no solo la imagen o (V') sino también todas
las imagenes o(A) para A abierto arbitrario de X. Por supuesto, para o : V — E fijo

esto se restringe a todos los abiertos A contenidos en V.

El hecho siguiente es una consecuencia inmediata de la definicién.
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Afirmacion 2.22. Para la topologia T, cada preseccion o : 'V — FE € X es una

funcion abierta.

Demostracion. Si B C V es un abierto de V entonces B =V N A con A abierto de X,
luego B también es abierto de X porque V' es abierto (generador). En consecuencia,

o(B) es un abierto (generador) en F. O
Las preguntas relevantes de esta construccién son bajo cuales condiciones se tiene un
fibrado y cudando las presecciones escogidas son en realidad secciones.

Teorema 2.23. Sea X un espacio topologico con una subbase de abiertos H, sea p :
E — X una funcion y sea ¥ una familia de presecciones o : V. — E definidas en
abiertos generadores V € H.

Dado e € E, si existe alguna preseccion o : V — E € X tal que e € o(V'), entonces la

funcién p es continua en el punto e para las topologias s y (H).

Demostracion. Por hipétesis existe x € V' tal que o(x) = e. Sea y = p(e) y sea U un
abierto de X tal que y € U. Ahora:

de donde z = y € UNV que es un abierto en X, luego o(UNV') es un abierto (generador)

en E que contiene a o(z) = e. En consecuencia se tiene:
p(c(UNV)=pos(UNV)=iy(UNV)=UnNV CU,

luego p es continua en e. ]

Ahora se pueden establecer condiciones suficientes para que la funcién p sea un fibrado.

Corolario 2.24. En las condiciones del teorema 2.23, si para cada e € E existe alguna

preseccion o : V. — E € ¥ tal que e € a(V'), entonces
p: (B, 1) — (X, (H))

es una funcion continua y, por lo tanto, (E,p) es un fibrado sobre X .

La condicién adicional sobre Y significa el cubrimiento de E por integrantes de la
familia, es decir, se trata de una clase de sobreyectividad. Esta condicion no siempre es

necesaria para la continuidad, pero bajo ciertas hipotesis adicionales si lo es.
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Afirmacion 2.25. Sea X un espacio topologico con una subbase de abiertos H, sea
p: E — X una funcion y sea ¥ una familia de presecciones o : V. — FE definidas en
abiertos generadores V- € H. Para cierto e € E sea x = p(e) y supongase que existe un
abierto U en X tal que x € U y p~*(U) # FE.

La funcion p es continua en el punto e para las topologias Ts, y (H) si y solo si existe

alguna preseccion o 1V — E € ¥ tal que e € a(V).
Nétese que si la funcién p es sobreyectiva, la condicién p~(U) # E equivale a U # X.

Demostracion.

=) Para el abierto dado U, como p(e) € U y p es continua en este punto, existe un
abierto A € 7x tal que e € A y p(A) C U, o lo que es lo mismo, A C p~}(U). Por la

hipétesis sobre U esta tltima contenencia implica A # F.

Por la manera en que se genera la topologia sobre E, e € A con A abierto significa
e e ﬂiel 0;(V;) C A para cierto conjunto finito I de indices, donde o; € Xy V; € H
para cada ¢ € I. Si I fuera vacio entonces la interseccion sobre I seria todo E de donde
A = FE, lo cual es absurdo. Luego I # 0 y e € 01(V;) con oy : V; — E € X.

<) Por el teorema 2.23. O

Corolario 2.26. En las condiciones de la afirmacion 2.25, supdngase ademds que para
cada elemento de la imagen x € p(E) existe un abierto U de X tal que x € U y
p'(U) # E.

La funcion p : (E,1s) — (X, (H)) es continua si y solo si para cada e € E existe

alguna preseccion o : V. — E € 3 tal que e € o(V).

Ahora bien, las presecciones de ¥ no siempre son funciones continuas para esta topologia
Ts, es decir, no siempre resultan ser secciones. Esto se debe a que la proyeccién por p
de una interseccién o (V) N p(W) no necesariamente coincide con toda la interseccién

V N, luego no siempre es un abierto en X.

Teorema 2.27. Sea X un espacio topolégico con una subbase de abiertos H, sea p :
E — X una funcion y sea ¥ una familia de presecciones o : V. — E definidas en
abiertos generadores V € H.

Una preseccion o : V. — E € X es continua en x € V para las topologias (H) y s si
y solo si para cada p: W — E € ¥ que satisface p(x) = o(x) existe un abierto A de
X conx e ACVNW tal que p |a= 0 |a.
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Demostracion.

=) Si 0 es continua en x, sea p : W — E € ¥ con p(x) = o(x) entonces p(W) es
una vecindad abierta de o(z) y por la continuidad existe una vecindad (que se puede
tomar abierta) A de x, contenida en el dominio de o, tal que o(A) C p(W). Para cada
a € A se tiene o(a) = p(b) para algin b € W, pero siendo o, p presecciones resulta
a = po(a) = pp(b) = b. De aqui se concluye que a € W, de donde A C V NW, pero

ademéds que o(a) = p(b) = p(a), es decir, o |4= p |a.

<) Sea F' una vecindad de o(x) en E para la topologia 7s, entonces existen finitos
generadores W; € H y presecciones p; : W; — E € ¥ (con 1 < i < n) tales que o(z) €
p1(W1) N pe(Wa) N -+ N p(W,,) C F. Para cada ¢ existe w; € W; tal que o(z) = p;(w;)
pero siendo presecciones resulta z = po(z) = pp;(w;) = w; de donde o(z) = p;(x). Por

hipétesis, existe un abierto A; con x € A; C V NW; tal que p;

A,= 0 |a,. Sea entonces
A=A NAyN---NA,, esta es una vecindad abierta de x y ademas para cada a € A
se tiene o(a) = p;(a) € p;(W;), luego o(A) C F y asi o es continua en . O

Ahora se pueden establecer las condiciones para que todas las presecciones de la familia

> sean, en efecto, secciones de p.

Corolario 2.28. En las condiciones del teorema 2.27, todas las presecciones de Y son
continuas para la topologia s, si y solo si para cada o,p € 3 tales que o(x) = p(x) en

algin x € X, existe un abierto A de X con x € A tal que o |a= p |a.

Notese que, ain asi, pueden existir secciones que no provengan de integrantes de la

familia X.

Combinando los resultados de este apartado se pueden enunciar algunas condiciones

suficientes para que el espacio construido (F, 7s) sea un espacio étale sobre X.

Teorema 2.29. Sea X un espacio topolégico con una subbase de abiertos H, sea p :
E — X una funcion y sea ¥ una familia de presecciones o : V. — E definidas en

abiertos generadores V€ H. St se cumple:

a) Para cada e € E existe alguna preseccion o 1V — E € ¥ tal que e € (V)

b) Para cada o,p € ¥ tales que o(x) = p(x) en algin x € X existe un abierto A de X

conx € A tal que o [a=p|a
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entonces la funcion

p:(E,m) — (X, (H))

es un homeomorfismo local y, por lo tanto, (E,p) es un espacio étale sobre X.

Demostracion. Dado cualquier punto e € E| por la hipdtesis (a) existe una preseccién
o:V — E € ¥ tal que e € o(V), este conjunto o(V) es un abierto de E. Por
la afirmacién 2.20 la funcién p |,y 0(V) — V es biyectiva con inversa o; por el
corolario 2.26 y de nuevo por (a) esta funcién p |,y es continua; por el corolario 2.28
y por (b) la funcién inversa o también es continua. Luego la restriccién de p al abierto

o(V) es un homeomorfismo y de esta manera p es un homeomorfismo local. ]

Vale la pena resaltar, por fin, que la construccion propuesta en este apartado depende de
la subbase ‘H escogida y también de la familia ¥ de presecciones (que también depende
de la subbase).

2.3.2. Construccién para un modelo de Kripke

En lo que sigue, K = (u,v) es un modelo de Kripke sobre el marco modal u = (X, R).
Para cada elemento x € X se considera el conjunto F, de las férmulas modales validas

en ese punto x, esto es:
F, = {(p | kE @ } .
x
Por supuesto una misma férmula puede ser védlida en muchos puntos (véanse los ejem-

plos de la seccién 2.1). Para indicar que una férmula ¢ se estd considerando en el

conjunto F), se utilizara la notaciéon ¢, € F,.

Ahora sea F' = | | .y F; la unién disyunta de todos los conjuntos F, ademads se consi-

dera la funcion p : F — X definida como sigue:
p: FF — X
Oy —> X
Asi p(p,) = x, de manera que p~!(z) = F, para cada r € X.

Para ver la construcciéon anterior como un fibrado, primero se requiere una topologia
sobre el marco modal X. En el capitulo 1 se estudiaron varias topologias asociadas de

manera natural a una relaciéon binaria. Respecto a las topologias Cr y Sk para una
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relacién arbitraria R, no se puede asegurar que para cada féormula ¢, € F' exista algin
abierto U distinto de X tal que p(yp,) = € U (véanse las condiciones en la afirmacién
2.25). Ese es el caso del ejemplo 1.8, en el cual para ¢ € X no existe un abierto en Cg
o en S distinto de X que contenga a c. Sin embargo, para la topologia T si se puede
asegurar que para cada férmula ¢, existe por lo menos un abierto basico V, € Tr (en

principio distinto de X) tal que p(¢,) =z € V,.

Por este motivo, para un modelo de Kripke x = (u,v) sobre el marco modal u =
(X, R) se considera el espacio topoldgico (X, Tr). Se recuerda que Tr = (H) donde
H={V, |zeX}yV,={ye X | yRa}U{a}.
Ahora, dada una férmula ¢ € F, se construye una funcién ¢ = o,, : V, — F de la
siguiente manera:

o(z) =

o(y) =(0p)y siyRxzcony#z
Nétese que como ¢ € F,, esto es k F ¢, de y Rz se sigue que k F O luego, en efecto,
O € F, y la definicién de o tiene Isentido. Cada funcién o depyende de la férmula ¢
y del punto x € X donde se estd considerando, asi que de manera estricta se deberia

escribir o, . Sin embargo, para mayor claridad esta notacién se omitird cuando no sea

necesaria.

Como en todos los casos la funcién o escoge una féormula de la fibra sobre el punto, esto
es 0(z) € F. para cada z € V,, se nota que p(c(z)) = z = iy, (2) asi que po = iy, y cada
o es una preseccion de p. Luego, para construir la topologia sobre el conjunto F' se escoge

la siguiente familia de presecciones para el sistema de generadores H = {VI | re X }:
E:{U@I:Vx—>F goGFx,:CEX}.

Segun la definicion 2.21, la topologia sobre el conjunto F' se genera mediante las image-
nes de las funciones o € . En este caso se introduce una notacién especial para estos

conjuntos generadores, a saber:

Wo =0a(Ve) = {(0¢)y | yRz, y # 2} U{w:}

para cada x € X y cada ¢ € F, (de nuevo, en sentido estricto deberia ser W,,, ). Por la

afirmacion 2.20 se concluye que en cada caso p |yw,: W, — V; es una funcion biyectiva.

En estas condiciones, siguiendo la definicion 2.21 se tiene la siguiente topologia:

e =(o(Vo))=(W, | p € Fy, 2 € X).
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Ahora se observa que para cualquier férmula ¢ € F = | |, F, existe algin z € X
tal que ¢ € F,, y luego se define la preseccién o = o, que satisface o(z) = ¢, = ¢,
de manera que ¢ € o(V,) = W,. Segin el corolario 2.24, esto significa que para las

topologias escogidas la funcién p es continua.

Toda la discusiéon anterior es la demostracién del siguiente hecho.

Teorema 2.30. Dado el modelo de Kripke k = (u,v) sobre el marco modal p = (X, R),
en el conjunto X se considera la topologia Tr y en el conjunto F = | |, .y F, la topologia
<W¢ ‘ p€eF, xe X>. En estas condiciones la funcion proyeccion p : F — X es

continua, de manera que el modelo de Kripke es un fibrado sobre X.

En general, un modelo de Kripke considerado de esta manera no satisface la condicion
(b) del teorema 2.29, luego no es un espacio étale. Sin embargo, por la teoria de haces
(véase [17, 25]) se sabe que a cada fibrado se puede asociar un haz, que da lugar a
un espacio étale 6ptimo para el fibrado. De esta manera se puede asociar de manera

natural un haz (o espacio étale) a cualquier modelo de Kripke para la légica modal.

El ejemplo que sigue ilustra el caso en el cual un modelo de Kripke visto como fibrado
no es un espacio étale. Por la discusion en el apartado anterior, esto se debe a que no

toda preseccion escogida es seccion.

Ejemplo 2.31. Considérese el conjunto X = {a, b, ¢} dotado de la relacion:

R = {(a,b), (b,c), (a,c), (a,a), (b,b), (¢,c)}.

La figura 2.3 muestra la relacion R mediante un diagrama. Esta relacion se puede

obtener considerando tres nimeros naturales con el orden usual (reflexivo y transitivo).

—

O O 0
a b c

Figura 2.3: Diagrama del ejemplo 2.31

Entonces se tiene:

V., = {a} V, = {a, b} Ve=A{a,b,c} =X
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de donde
Tr = {0, {a}, {a, b}, X}.

El conjunto F y la funcionp : F — X se definen como se describio antes. Una subbase

para la topologia de F esta dada por:

{ Weo, Wy, We,

/i#gp,fil;l/J y/ﬂ:g}

donde
We. = {(0¢)ar (O0), 9} para ko
Wwb = { (<>¢)a7 7/)} para R '? ¢
Wﬁa:{f} para Kk F

Ahora bien, para cualquier formula ¢ tal que k E ¢, de b Rc se sigue K li Ow y entonces

también se tiene el abierto generador

Wiow), = L (009)a, (O9)s },

este es un caso particular de Wy, tomando v = Q. Por lo tanto la interseccion

Wee " Wiog), = { (09 }

es un conjunto abierto.

Para cualquier preseccion o definida en Vy, o en V. se tiene

o7 (W N Wiogy,) = 0~ ({(O9)e}) = {0},

el cual no es abierto en X. Por tanto, o no es una funcion continua y constituye una

PTeSeccion que no es Seccion.

En otra perspectiva, las presecciones o, Y 0(yy),, correspondientes a los abiertos gene-

b7

radores W, y Wsy),, coinciden en b pero no hay ningin abierto que contenga a este

b

punto y en el cual estas dos funciones coinciden. Segun el teorema 2.29, esto se requiere

para que (F,p) sea un espacio étale.

Por fin, como { ((}go)b} es un abierto de F' pero su imagen

p({(Ow)b}) ={0b}

no es un abierto de X, entonces p no es un homeomorfismo local aunque la restriccion

a un conjunto unitario sea un homeomorfismo de manera trivial.
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Asi, mediante este ejemplo se muestra que el fibrado determinado por un modelo de
Kripke asociado a la légica modal no siempre es un espacio étale, ni siquiera cuando la

relacion es de preorden.

2.3.3. El caso intuicionista

En este punto se puede senalar la diferencia esencial de la construccion propuesta en
esta tesis con la de los haces asociados a modelos de Kripke para la légica intuicionista,

tanto a nivel proposicional como al de primer orden.

Légica proposicional intuicionista

En el contexto de la légica proposicional intuicionista (véase [11]), el conjunto base X
estd dotado de una relacion de preorden < de manera que las tres topologias conside-
radas en el capitulo 1 de esta tesis coinciden (corolario 1.20) y V, = {y € X ‘ y <z}
es la “cola a izquierda”. El modelo de Kripke se define igual que para la 1égica modal
(definiciones 2.2 y 2.4). Sin embargo, en este caso se exige que la funcién de validez

satisfaga la siguiente condicion para las letras proposicionales:

Si k= p entonces k|=p paracada y < z. (%)
x Y

Luego la validez se extiende a todas las formulas proposicionales como sigue, nétese la

diferencia con la definicién 2.3:

» kEaAfBsiysolosik Eay kS
» kEaVfBsiysolosik Faok=f

» K=o — [ siysolosi k = aimplica k = § para cada y < x
T Y Y

» k= asiysolosi kE aparacaday <z
T Y

A partir de estas cldusulas se demuestra que la condicién () también se extiende a

todas las formulas.
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Los conjuntos F, y su union disyunta F' se definen igual que en la seccién anterior,
lo mismo que la funcién p : F¥ — X. Dada una férmula ¢ € F se define la funcién
o =0y, :V, — F como

a(y) = py

para cada y < x. En el contexto de la logica proposicional intuicionista la misma
formula es vélida en todo punto anterior a x, luego esta definicién tiene pleno sentido.
En el caso de los modelos para la l6gica modal esto no es asi, en ese contexto la que es

valida en un punto anterior es la formula que indica la posibilidad de .
Estas funciones o asi definidas constituyen el conjunto > de las presecciones.

Ahora dados o, p € X tales que o(x) = p(x) en algin z € X, esto significa ¢, = 1,
donde ¢ € F,, ¢ € F, son férmulas y x < z, < w. Pero entonces ¢ = ¢ y para cada
y < x se tiene o(y) = ¢, = ¢, = p(y), de manera que para el abierto A =V, de X se

tiene o |4= p |a.

Como se cumplen las condiciones del teorema 2.29, la funcién p : (F,7s) — (X, (H))
es un homeomorfismo local. Es decir, esta construccién aplicada a cualquier modelo de
Kripke para la logica proposicional intuicionista siempre da como resultado un espacio

étale sobre el marco.

Légica intuicionista de primer orden

Respecto a la légica intuicionista de primer orden (véase [10]), de nuevo el conjunto base
X esta dotado de una relacién de preorden <. Ahora el modelo de Kripke esta dado
por lo siguiente: para cada z € X existe una estructura de primer orden K, (todas del
mismo tipo), ademds para cada =,y € X tales que y < z existe un homomorfismo f, :
K, — K. Estos homomorfismos deben comportarse como un funtor (contravariante)

en los indices, esto es, fz, es el homomorfismo idéntico y f., fyz = f.c para z <y < z.

En este caso el conjunto K es la unién disyunta de los universos K, y p : K — X
es la proyeccion definida como antes. Dado un elemento a@ € K, se define la funcion
o=o0,:V, — K como

o(y) = fy=()

para cada y < z, nétese que en particular o(x) = f..(a) = «. Estas funciones o

asi definidas constituyen el conjunto Y de las presecciones.
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Si o, p € X satisfacen o(x) = p(z) en algin x € X, sean o € K, f € K,, con = < z,
r < w tales que f,.(a) = o(x) = p(x) = frw(5). Entonces para cada y < x se tiene:

U(y) = fyz(a) = fyx(f:cz(a)) = fyx(f:cw(ﬁ)) = fyw(ﬁ) = p(y)a

de manera que para el abierto A =V, de X se tiene o |4= p |a.

Como de nuevo se cumplen las condiciones del teorema 2.29, la funcién proyeccion
p: (K, ms) — (X, (H)) es un homeomorfismo local. Es decir, esta construccion aplicada
a cualquier modelo de Kripke para la légica intuicionista de primer orden también da

como resultado un espacio étale sobre el marco.

En conclusién, el tratamiento elaborado en la seccion 2.3.1 se aplica tanto a los modelos
de Kripke para la légica modal estudiados en este trabajo como a los modelos de Kripke
para la 16gica proposicional intuicionista dados en [11] y a los modelos de Kripke para la
l6gica intuicionista de primer orden desarrollados en [10]. En el caso de la 16gica modal

se obtiene un fibrado, en los otros dos casos resultan siempre espacios étale.
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Capitulo 3
Graficos Gama como haces

En este capitulo se propone una forma de generar diferentes sistemas de graficos existen-
ciales Gama modales a partir de su interpretacién como un haz de hojas de asercién. En
el procedimiento se combinan las estructuras de fibrados y haces descritas en el capitu-
lo anterior con los modelos de Kripke y los gréaficos existenciales, todo de una forma
original y novedosa. El objetivo final es obtener las reglas de transformacion Gama de

un modo mas natural.

3.1. Los graficos existenciales Gama

Los graficos existenciales son un sistema de representacién grafico de la légica, en el cual
por medio de una serie de herramientas tales como la hoja de asercion, las proposiciones
y los cortes se dibujan las sentencias, y luego mediante ciertas reglas de transformacién
se pueden deducir nuevas sentencias a partir de unas dadas. Este sistema de representa-
ci6én fue publicado por primera vez en 1897 por Charles Sanders Peirce (1839-1914) con
el nombre entitative graphs o graficos entitativos, pero luego de algunas modificaciones
¢l mismo decidié cambiarle el nombre al de existential graphs o graficos existenciales.
Para mas informacion general sobre estos graficos se puede consultar la bibliografia, en
especial [22, 23, 26, 28, 29, 31].

Peirce dedicé el resto de su vida al desarrollo de los graficos existenciales y los clasificé en

tres subsistemas:
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» Graficos existenciales Alfa, correspondientes al actual cdlculo proposicional clési-

Co;

» Graficos existenciales Beta, correspondientes a la logica de primer orden con igual-
dad;

» Graficos existenciales Gama, que incluyen algunas légicas modales.

Este trabajo de investigacion esta centrado en los graficos existenciales Gama. Para un
estudio anterior sobre este subsistema se puede consultar el trabajo [18]. A continuacién
se presentaran estos graficos en un orden que ya se ha estandarizado explicando sus

elementos, interpretacion, reglas de formacién y reglas de transformacién.

3.1.1. Elementos

Los graficos Gama se construyen con los siguientes elementos:

= Una superficie plana sobre la cual se va a escribir, llamada hoja de asercion.
= Un numero finito de proposiciones X1, X, ..., X,.

= Un nimero finito de cortes continuos que son curvas cerradas simples.

= Un nimero finito de cortes quebrados que son curvas cerradas simples pero pre-

sentadas de manera interrumpida, quebrada o punteada.
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3.1.2. Reglas de formacion

Una sintaxis o conjunto de reglas de formacién para los graficos Gama es la siguiente:

La hoja de asercion es un grafico Gama.

Toda letra proposicional es un grafico Gama.

Un corte (continuo o quebrado) sin elementos en su interior es un grafico Gama.

La yuxtaposicion de dos graficos Gama también es un grafico Gama.

Un gréfico Gama encerrado o rodeado por un corte (continuo o quebrado) también

es un grafico.

En el contexto de los gréaficos existenciales se define un corte doble como un par de
cortes en el cual uno rodea al otro mientras el area intermedia no contiene elementos.

En los graficos Gama ocurren cuatro casos especiales:

&) Un corte doble continuo es un corte doble en el cual ambos cortes son continuos.

&) Un corte doble quebrado es un corte doble en el cual ambos cortes son quebrados.

v ~ N\
7/ AWAY
11 11
\\ /77
A </
~ -

&) Un corte doble necesario es un corte doble en el cual el corte exterior es continuo y

el interior es quebrado.
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&) Un corte doble posible es un corte doble en el cual el corte exterior es quebrado y

el interior es continuo.

3.1.3. Interpretacion

Una seméntica o interpretacion de los graficos es la siguiente:

= Lo que se escribe sobre la hoja de asercién se interpreta como verdadero.
= La yuxtaposicién de graficos se interpreta como la conjuncion.

= Lo que se escribe dentro de un corte continuo en la hoja de asercién se interpreta

como falso.

= Lo que se escribe dentro de un corte quebrado en la hoja de asercién se interpreta

como posiblemente falso.

Esta ultima convencién se basa en lo que escribié Peirce acerca del sentido del corte

quebrado [20, Vol. 4, §515]:

“Este diagrama no afirma que no llueve. Solo afirma que las reglas Alfa y
Beta no me obligan a admitir que llueve o, lo que viene a ser lo mismo, que
una persona sin informacion alguna, excepto un conocimiento profundo de
una logica reducida a las partes Alfa y Beta de los gréaficos existenciales, no

sabria que llueve”.

Ejemplo 3.1. Siguen algunos grificos Gama en los cuales A es una letra u otro grdfico.
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&) Posiblemente no A (0—A):

/ - h \

LA

\ /

&) Posiblemente A (OA):

7 = AS
/ \
| n
\ /

N Ny - 7

&) Necesariamente A (A):

&) Necesariamente no A (0-A), o bien, no posiblemente A (—QA):




&) Posiblemente, A implica la necesidad de B (O(A — OB)):

s PRI
/ ’ v
| A B o
\ \ /7 7
N SN2 o
~ ~

3.1.4. Transformacion

Las reglas de transformacién para los graficos existenciales son Borramiento en par (B),
Escritura en impar (E), Iteracién hacia el interior (I), Desiteracién desde el exterior (D)
y Corte doble (C) [22, 23, 26, 28, 29, 31]. Las reglas de transformacién Gama resultan

de extender las reglas anteriores como se indica a continuacion.

= La cantidad de cortes para determinar el area de una regiéon se cuenta igual para

cortes continuos y quebrados.

mmpar {par ) | impar par
/

= En un drea par, un corte continuo puede medio borrarse para transformarlo en un
corte quebrado, dejando su contenido intacto (este es un caso de Borramiento);
en un area impar, un corte quebrado puede completarse para transformarlo en un

corte continuo (este es un caso de Escritura).
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Adoptadas estas convenciones, si no se hacen mas ajustes a las reglas de transformacién

entonces el sistema se trivializa, en el sentido que se muestra a continuacion.

Por una parte:

T~ PR FRRIEN RS
4 \ 4 \ 4 \ 4 \
A A A A
\ /7 \ /7 \ /7 \ /
N - E> N - I: N B: N o -
TN
14 \

o -4=JO

De las dos deducciones graficas anteriores se concluye que los graficos
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son transformables entre si en cualquier area par.

(DO

y, asumiendo de nuevo un grafico necesario:

©,0,.(D),
O~ 0"

SG

De estas deducciones graficas se concluye que los graficos

Por otra parte:

son transformables entre si en cualquier area impar.
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De esta manera, si no se modifican las reglas entonces o no puede afirmarse ningun
grafico necesario, o bien todo corte quebrado puede transformarse en un corte continuo
y viceversa. En este ultimo caso los cortes quebrados no representan nada nuevo en el

sistema, luego el sistema Gama se reduce a los graficos Alfa.

Analizando con cuidado las deducciones anteriores se observa que el tnico paso no
admitido por el sistema Alfa es la iteracién a través de cortes quebrados. Haciendo
concesiones sobre diferentes tipos de graficos que se pueden iterar y desiterar, se obtienen
sistemas de gréficos existenciales para distintas légicas modales. Este desarrollo se debe

a Jay Zeman [31], para més detalles véase también [18, 23, 29].

A. Un conjunto de reglas de transformacién Gama para S,

En la seccién 2.1 se observé que la légica modal Sy de Lewis estd dada por la légica
clasica junto con los axiomas modales K, T y 4. En su version seméantica, Sy corresponde
a modelos de Kripke con el marco modal reflexivo y transitivo, es decir, la relaciéon R
del marco modal debe ser de preorden. Siguiendo la propuesta de Zeman dada en [31],
se adoptan las reglas siguientes para los graficos Gama estudiados, la tnica regla que

cambia respecto a los graficos Alfa es la de Iteracion.

» Borramiento (B): En un drea par, cualquier grafico puede borrarse y cualquier

corte continuo puede medio borrarse a un corte quebrado, dejando su contenido.

©-©@

» Escritura (E): En un drea impar, cualquier grafico puede escribirse y cualquier

corte quebrado puede completarse a un corte continuo.
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» Iteracién (I): Cualquier gréfico puede iterarse (repetirse) en su misma drea.
Cualquier gréfico puede iterarse en cortes continuos adicionales (que no formen
parte del gréfico a iterar) en su misma area. En cortes quebrados adicionales en la

misma &area, s6lo pueden iterarse graficos rodeados por un corte doble necesario.

» Desiteraciéon (D): Cualquier grafico que pueda ser resultado de una iteracién

permitida en la regla anterior, puede borrarse.

D
YOI=X
," Y D ‘ TN
1 B 1 |:> 1 B 1
\ ! N ~ ’ g
\ ’ -
» Corte doble (C): Un corte doble continuo puede borrarse o escribirse alrededor

de cualquier grafico, en cualquier area. Un corte doble necesario y vacio puede

borrarse o escribirse en cualquier area.
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Como se pudo observar arriba en la discusiéon previa a las reglas, este iltimo caso de la
regla de corte doble equivale a afirmar la existencia de algin grafico necesario. También

corresponde a la regla de necesitacion segun la cual toda tautologia es necesaria.

A continuacion siguen algunos ejemplos de transformaciones de graficos en Sy, teniendo
en cuenta que A se transforma en B, lo cual se denota A = B, si A es igual a B o si

B resulta de A por medio de las reglas de transformacién de los gréficos Gama.

Ejemplo 3.2. JA - 0B = OA - 0O(AAB).
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Ejemplo 3.3. OA A-0O(0DAAB) = OAA-OB
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El ejemplo siguiente es el axioma modal 4, muy propio de la logica Sy, que aqui se

deduce a partir de la hoja vacia.

Ejemplo 3.5. = 0OA — OOA.

B. Un conjunto de reglas de transformacién Gama para S,

En la secciéon 2.1 se senald que la légica modal Sys estda dada por la logica clasica
junto con los axiomas modales K, T, 4 y G. En su versién semantica, Sy corresponde
a modelos de Kripke con el marco modal reflexivo, transitivo y convergente es decir,
la relacion R del marco modal debe ser de preorden y ademas para cada elementos
x,y,z € X tales que x Ry y y Rz existe un elemento u € X tal que yRu y z Ru.
Siguiendo la propuesta de Zeman dada en [31], se adoptan las reglas siguientes para los

graficos Gama estudiados, la tnica regla que cambia es la de Iteracién.
» Borramiento (B): En un drea par, cualquier grafico puede borrarse y cualquier
corte continuo puede medio borrarse a un corte quebrado, dejando su contenido.

» Escritura (E): En un drea impar, cualquier grafico puede escribirse y cualquier

corte quebrado puede completarse a un corte continuo.

» Iteracién (I): Cualquier grafico puede iterarse (repetirse) en su misma area.

Cualquier gréfico puede iterarse en cortes continuos adicionales (que no formen
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parte del grafico a iterar) en su misma area. En cortes quebrados adicionales en

la misma &rea, pueden iterarse graficos rodeados por un corte doble necesario o

graficos rodeados por un corte doble quebrado.

I
A |:> A

» Desiteraciéon (D): Cualquier grafico que pueda ser resultado de una iteracién

permitida en la regla anterior, puede borrarse.

» Corte doble (C): Un corte doble continuo puede borrarse o escribirse alrededor
de cualquier grafico, en cualquier area. Un corte doble necesario y vacio puede

borrarse o escribirse en cualquier area.

El siguiente ejemplo de transformacion de graficos corresponde al axioma modal G, que

establece la diferencia entre los sistemas Sy y S42.

Ejemplo 3.6. = (LA — LQA.

C

>
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C. Un conjunto de reglas de transformacién Gama para Ss

En la seccién 2.1 se indico que la logica modal Sy esta dada por la logica clasica junto
con los axiomas modales K, T y 5. En su version seméntica, S5 corresponde a modelos
de Kripke con el marco modal reflexivo, simétrico y transitivo, es decir, la relacién R
del marco modal debe ser de equivalencia. Siguiendo la propuesta de Zeman dada en
[31], se adoptan las reglas siguientes para los graficos Gama estudiados, de nuevo la

unica regla que cambia es la de Iteracion.

» Borramiento (B): En un &rea par, cualquier grafico puede borrarse y cualquier

corte continuo puede medio borrarse a un corte quebrado, dejando su contenido.

» Escritura (E): En un drea impar, cualquier grafico puede escribirse y cualquier

corte quebrado puede completarse a un corte continuo.

» Iteracién (I): Cualquier grafico puede iterarse (repetirse) en su misma Aarea.
Cualquier gréfico puede iterarse en cortes continuos adicionales (que no formen
parte del gréfico a iterar) en su misma area. En cortes quebrados adicionales en la
misma area, sélo pueden iterarse graficos cuyos subgraficos minimos estan todos
rodeados por algin corte quebrado del grafico. Aqui “subgraficos minimos” se

refiere a las letras y a las areas vacias limitadas por un solo corte.
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» Desiteraciéon (D): Cualquier grafico que pueda ser resultado de una iteraciéon

permitida en la regla anterior, puede borrarse.

» Corte doble (C): Un corte doble continuo puede borrarse o escribirse alrededor
de cualquier grafico, en cualquier area. Un corte doble necesario y vacio puede

borrarse o escribirse en cualquier area.

El siguiente ejemplo de transformacion de graficos corresponde al axioma modal B, que

establece la diferencia entre los sistemas Sy y S5.

Ejemplo 3.7. = A — OQA.

V
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3.2. Libros de Peirce-Kripke

Los diferentes sistemas de graficos existenciales se desarrollan siempre sobre una hoja de
asercion. Sin embargo el creador de estos diagramas, Charles Peirce, en cierto momento
concibi6 la posibilidad de considerar varias hojas de manera simultanea. En efecto, en
[20, Vol. 4, §512] Peirce escribid:

“Pero en la parte Gama del asunto todas las clases antiguas de signos toman
formas nuevas... Asi, en vez de una hoja de aserciéon tenemos un libro de
hojas separadas, unidas en ciertos puntos, o conectadas de otra manera.
Pues nuestra hoja Alfa, como un todo, representa simplemente un universo
de individuos existentes y las diferentes partes de la hoja representan hechos
o aserciones verdaderas hechas respecto a ese universo. En los cortes pasamos

a otras areas, areas de proposiciones imaginadas que no se han realizado.”

Esta idea se puede concretar combindndola con los modelos de Kripke, inventados unos
45 anos después de la muerte de Peirce. En efecto, la idea de “conectar de otra manera”
diferentes hojas de asercién se puede realizar mediante una relacién binaria cualquiera
entre las hojas. Imitando la idea de los modelos de Kripke se puede tomar un conjunto

base cuyos elementos representan las hojas y en el cual se define la relacion.

De esta forma, los gréficos existenciales permiten construir un modelo de Kripke de
la siguiente manera: Dado cualquier marco modal (X, R), a cada elemento = € X se
asocia una hoja de asercién en la cual, teniendo en cuenta la semantica de los graficos,
todo lo que se escriba sobre ella se interpreta como verdadero y resulta asociado de

forma natural al elemento z € X. Como tal, esta nocién es del todo novedosa.
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Definicién 3.8. Un libro de Peirce-Kripke consiste en un conjunto no vacio X dotado
de una relacion binaria R, ademds a cada elemento x € X se asocia una hoja de

asercion H,.

De manera grafica:

Sobre cada hoja de asercién H, se pueden desarrollar graficos existenciales Alfa o Beta.
En el enfoque de este trabajo inicial, y ademas siguiendo la idea del mismo Peirce en

la cita mencionada arriba, aqui solo se consideraran graficos Alfa en cada hoja.

En este contexto se puede dar al corte quebrado una interpretacion muy natural, pa-
sando asi de los graficos Alfa a los graficos Gama modales. Pues si se piensa que las
hojas son semitransparentes, entonces un corte quebrado o borroso significa que hay un

corte en alguna hoja posterior. Esta es la tinica definicién bésica requerida.

Definicién 3.9. En el libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X, R), escribir un
corte quebrado sobre una hoja de asercién H, (no rodeado por ningin otro corte sobre
esa hoja) significa que para algin elementoy € X con x Ry ese mismo corte estd escrito

continuo, con todo su contenido, sobre la hoja H,.

De manera grafica:

significa que para

,”;1\‘, algin y € X, con ,’/A\‘, @
\\_// ny: \\_//

SK
8
<
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Esta interpretaciéon basica permite interpretar los dos cortes doble modales basicos.

Afirmacién 3.10. En el libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X, R), escribir un
corte doble posible sobre una hoja de asercion H, (no rodeado por mingin otro corte
sobre esa hoja) significa que para algun elemento y con x Ry el contenido del corte

doble posible estd escrito sobre la hoja H,.

De manera grafica:

PN significa que para PN
(’@\l algin y € X, con ,'@\, A
\ ~ / T R y: \ — ’
X X
[ ] IDR—.
T z Y
Demostracion. Aplicar la definicion 3.9 al grafico
y luego aplicar la regla de corte doble a
en la hoja de asercién H,,. ]

Afirmacién 3.11. FEn el libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X, R), escribir un
corte doble necesario sobre una hoja de asercion H, (no rodeado por ningin otro corte
sobre esa hoja) significa que para todo elemento y con x Ry el contenido del corte doble

necesario estd escrito sobre la hoja H,.

De manera grafica:
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significa que para
todo y € X, con A
x Ry:

Demostracion. Teniendo en cuenta que el corte continuo significa la negacién, encerrar

el grafico

en la hoja H, significa negar la definicion 3.9, es decir, que para todo y € X con z Ry

@

De nuevo, por la regla de corte doble en H, se obtiene el grafico A en esta hoja, para

en la hoja H, se tiene la negacion de

que es el grafico siguiente:

cada y con z Ry. [

De esta manera la interpretacién basica y novedosa del corte quebrado propuesta en la
definicién 3.9 es perfectamente coherente con la construccion tradicional de los modelos

de Kripke para la logica modal. Més atin, se tiene el resultado siguiente:

Teorema 3.12. Con las topologias detalladas en la seccion 2.5.2, todo libro de Peirce-
Kripke es un fibrado sobre el conjunto base 1y, en consecuencia, se le asocia un haz y

un espacio €tale natural.

Demostracion. Esto es una consecuencia directa del teorema 2.30. O]
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3.3. Reglas para los libros de Peirce-Kripke

En esta ltima seccion se busca obtener las reglas de transformaciéon Gama de manera
natural en los libros de Peirce-Kripke definidos en el apartado anterior. Las reglas Alfa
se tienen de manera homogénea en cada hoja, el problema radica en la adaptacion de
las reglas al corte quebrado. Para esta tarea solo se cuenta con la definiciéon 3.9 y las

afirmaciones 3.10 y 3.11.
En todos los sistemas de graficos existenciales las reglas se simplifican de manera con-

siderable mediante un resultado que Peirce llamo el teorema de contraposicion.

Lema 3.13. Dado un libro de Peirce-Kripke, sean A, B grdficos Gama. St A = B en

cada hoja H, entonces:

i) = @ en cada hoja H,;

ii) B = ':A:' en cada hoja H,.

Demostracion.

i) Si la deduccién de B a partir de A se realiza totalmente en una misma hoja H,
entonces en ella solo se emplean reglas Alfa, luego por el teorema de contraposicion
para graficos Alfa se tiene = @ en cualquier hoja H,. La situacién mas compleja
se presenta cuando en cierto paso la deduccion se traslada de la hoja H, a otra hoja H,
con x Ry, empleando la definicién 3.9 o bien las afirmaciones 3.10 y 3.11. Este fenémeno
podria ocurrir varias veces dentro de una deduccion, pero para la demostracion de este

lema basta considerar que esto sucede solo una vez, con las hipotesis que siguen.

» 2 Ry;
» el grafico A en H, corresponde al grafico A" en la hoja H,;
» el grafico B en H, corresponde al grafico B’ en la hoja H,;

» en la hoja H, se tiene A" = B’ con reglas Alfa, se nota que esta deduccion es

valida en cualquier hoja del libro.

Ahora para la “correspondencia” respectiva entre A y A’, By B’ se abren cuatro casos.
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a)

Supéngase que A =1C iy A = @ para algun grafico C', lo cual corresponde a

la definicion 3.9 o a la afirmacion 3.10, y que B = 'D' y B = @ para algin D.

En estas condiciones, = en H, expresa que se tiene el grafico D en

toda hoja H, con x R z. Pero por hipdtesis se tiene A = B’ con las reglas Alfa,
es decir @ = @, luego por el teorema de contraposicién Alfa y la regla de
Corte doble resulta D = C'. Como esta deduccion se puede realizar en cualquier

hoja del libro, se obtiene el grafico C' en cada H, con x R z. De esta manera, en

la hoja H, resulta = @

Supdngase de nuevo que A = C" y A = @ para algin grafico C', mientras que

B = , lo cual corresponde a la afirmacién 3.11.

Nétese que en este caso el grafico @ en una hoja H, con x Ry implica el grafico

B’ en todas las hojas tales. Ademés en cualquier hoja del libro se tiene @ =B

con reglas Alfa, luego por el teorema de contraposicion y la regla de Corte doble

. //-\\ .
resulta = (C. Ahora en H, el grafico equivale a ' B’ ) es decir en

alguna hoja H, con x R z, lo cual por todo lo anterior permite obtener el grafico

C' en toda hoja H,. Y asi se obtiene el gréfico = @ en la hoja H,.
Supongase que A = y que B = D' y B' = @ para algun grafico D.

Como en el caso (a), a partir de se tiene el grafico D en toda hoja H, con
x R z luego, en particular, se tiene en la hoja H,. Ahora A’ = B es A’ = @

luego, por el teorema de contraposicién Alfa y la regla de Corte doble, del gréfico

D se obtiene . Por la definicién 3.9 resultat A’ ' en la hoja H,, v por la regla

de Corte doble este grafico equivale a @

Por fin, supéngase que A = y que B = .

PR

En este caso el grafico equivale a ': B’ :' luego en alguna hoja H, con x R z se
tiene el grafico . Puesto que en cualquier hoja se tiene A’ = B’ con reglas
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Alfa, por el teorema de contraposicion en ese sistema se obtiene en H,. Luego

TN

por la definicién 3.9 resulta® A’ ' en H,, que alli equivale a @

~So-

i) Si en la hoja H, se tiene el gréfico \ B} entonces, por la definicién 3.9, para alguna

hoja H, con x Ry se tiene . Por hipétesis y la parte (i) de este lema, en esa hoja

H, se obtiene @ y, de nuevo por la definiciéon 3.9, en la hoja H, resulta l:A:'. ]

Teorema 3.14 (Teorema de contraposicion). Dado un libro de Peirce-Kripke, sean A,
B grdficos Gama. Si A = B en cada hoja H,, entonces en cualquier hoja H, y para

todo grifico Gama que los contenga se cumple lo siguiente.

s Fn cada drea par el grifico A se puede transformar en B.

» FEn cada drea impar el grafico B se puede transformar en A.

Demostracion. Una prueba rigurosa requiere de inducciéon matematica sobre la cantidad
n de cortes que rodean el subgréafico A o B. Aqui, en cambio, se muestran los primeros

pasos para ilustrar el proceso.

Si A = B en cada hoja H,, evidentemente también se tiene lo siguiente para cualquier
grafico C.
n=0{AC = BC

@9 = (19

Por el lema 3.13 se sigue

- PERS
’ N ’ hY
17 \ 4 \
BC!» = +AC
\ 7 \ 1
A 4 A 4

~o - ~- -

de donde, para cualquier grafico D, se obtiene lo siguiente.

SINCL

n=1

'BC'D = {AC:D

~-- ~_ -
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De nuevo por el lema 3.13 aplicado a las transformaciones anteriores, y anadiendo un

grafico E, se obtienen las cuatro deducciones que siguen.

En general, para cada n resultan 2" posibles combinaciones de cortes continuos y que-
brados alrededor de A o B. Sin embargo no es necesario considerar mas y més pasos
pues el caso n = 2 muestra que al anadir dos cortes, de cualquier tipo, el orden de la
deduccion se conserva. Como en el caso n = 0 se tiene el sentido original de la demos-
tracion, en todos los casos pares n = 2k + 0 se conserva el orden de la deduccién. Por
otro lado, en el caso n = 1 el orden de la deduccion se invierte, luego en todos los casos

impares n = 2k + 1 se invierte el orden de la demostracion. O

En lo que sigue se considera que el grafico A es equivalente a B, lo cual se denota
A=B,si A= By también B = A.

Corolario 3.15. Dado un libro de Peirce-Kripke, sean A, B grdficos Gama. Si A = B
en cada hoja H,, entonces en cualquier hoja H, y en cada drea par o impar que los

contenga el grafico A se puede transformar en B o viceversa.

Demostracion. Como A = B, por el teorema 3.14 el grafico A se puede transformar
en B en cualquier area par; como B = A, en cualquier area par se puede transformar
B en A. En el otro sentido: como B = A, por el teorema 3.14 en cualquier drea impar
el grafico A se puede transformar en B; como A = B, en cualquier area impar B se

puede transformar en A. N
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Este resultado tiene una consecuencia interesante para las tautologias, que corresponden

a graficos que se pueden construir en la hoja vacia, lo cual en los enunciados generales

se denotara I:I = A.

Corolario 3.16. Dado un libro de Peirce-Kripke, sea A un grdfico Gama. Si I:I = A
en cada hoja H,, entonces este grdafico A se puede escribir o borrar en cualquier drea y

en cada hoja H,.

Demostracion. Por la regla de Borramiento Alfa siempre A = I:I, luego en realidad
A= I:I Por el corolario 3.15, en cualquier area y en cada hoja se puede pasar de A

a un area vacia (borrar el grafico A) o viceversa (escribir el grafico A). O

3.3.1. Corte doble

Lema 3.17. En un libro de Peirce-Kripke, en cada hoja H, se tiene:

> O

Demostracion. Para cada y con x Ry se tiene un area vacia en la hoja H,. Por la

afirmacion 3.11, en la hoja H, se tiene el drea vacia rodeada por un corte doble necesario.

De manera grafica:

Para todo z € X 1
con xRy uego

O

Teorema 3.18. En todo libro de Peirce-Kripke y en cada hoja es vdlida la regla de

Corte doble Gama, como se expresa en la seccion 3.1.4.
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Demostracion. La escritura o borramiento de un corte doble continuo alrededor de un
grafico se tiene por las reglas Alfa en cada hoja. La escritura o borramiento del corte

doble necesario vacio se tiene por el lema 3.17 y por el corolario 3.16. ]

3.3.2. Borramiento y Escritura

Lema 3.19. Si en un libro de Peirce-Kripke sobre (X, R) se tiene x Rx para algin

x € X, entonces en la hoja H, se cumple
I’ - \\
\ 4

para cualquier grafico A.

Demostracion. Como x Rx y en H, (segunda componente z) se tiene

O

por la definicién 3.9 en el mismo H, (primera componente x) se tiene lo siguiente.

De manera grafica:

38



Teorema 3.20. En un libro de Peirce-Kripke sobre (X, R) con relacion R reflexiva son

validas las reglas de Borramiento y Escritura, como se expresaron en la seccion 3.1.4.

Demostracion. Puesto que la relacion R es reflexiva, por el lema 3.19 se tienen las

siguientes deducciones en cualquier hoja H,.

AB = A

/, B \\
= 0
\ 4
Por el teorema 3.14, en cualquier area par y cualquier hoja se pueden realizar estas

deducciones, lo cual comprende la regla de Borramiento Gama. Por el mismo teore-

ma 3.14, en cualquier area impar y cualquier hoja se pueden realizar las deducciones

siguientes
A =  AB
a2 (0)
Esto comprende la regla de Escritura para los sistemas Gama modales. O]

3.3.3. Iteracion y Desiteracion

En los libros de Peirce-Kripke se puede ver con mayor claridad el impedimento para la
iteracion o desiteracion de un grafico a través de un corte quebrado. En este contexto
el meollo del asunto radica en que el corte quebrado no esta en la misma hoja donde
se trabaja, sino en alguna hoja posterior. Por lo tanto el grafico que se va a iterar o
desiterar también debe existir en ese futuro, y la manera mas segura de garantizarlo
es que ese grafico sea también necesario en la hoja original. Esta reflexién conduce al

problema de la transferencia de graficos hacia hojas posteriores.
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A continuacién se desarrollan las reglas de Iteracién y Desiteracion para libros de Peirce-
Kripke correspondientes a los tres sistemas presentados en la seccion 3.1.4, que son los

mismos sistemas desarrollados por Zeman [18, 29, 31].

A. Reglas de transformacién Gama para Sy

Lema 3.21. Supdngase que en un libro de Peirce-Kripke sobre (X, R) y cierto elemento
xr € X se tiene que para cada y con x Ry y cada z con y Rz también se cumple x R z.

Entonces en la hoja H, se cumple

para cualquier grafico A.

Esta condicién sobre R se cumple en todo = € X si y solo si la relacion R es transitiva.

El significado de este resultado es que todo grafico necesario es, a su vez, necesario. En

otras palabras, el grafico original , dado en la hoja H,, también se tiene en toda
hoja H, tal que z Ry.

Demostracion. Sea y € X tal que x Ry. Para cada z con y R z, por hipdtesis también

x R z luego como en H, se tiene el gréafico

entonces por la afirmacion 3.11 en la hoja H, se tiene el grafico A. Como esto se cumple
para cada z € X con y R z, por la misma afirmacion 3.11 se tiene en la hoja H, el gréfico

siguiente.
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Puesto que esto se satisface para todo y con x Ry, se concluye por la afirmacién 3.11

que en la hoja z se tiene el grafico que sigue.

De manera grafica:

]

Noétese que el lema anterior estd relacionado con el ejemplo 3.5 que muestra graficamente

el axioma modal 4, caracteristico de la logica modal ;.

Teorema 3.22. En cada hoja de un libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X, R)
con relacion R reflexiva y transitiva son vdlidas las reglas de Iteracion y Desiteracion

Gama, como se expresan en el apartado A de la seccion 3.1.4.

Es decir, esta conclusion se tiene cuando R es una relaciéon de preorden.

Demostracion.

i) La iteracién en la misma &rea y a través de cortes continuos se tiene por las reglas

Alfa en cada hoja. Para la iteracion por cortes quebrados contenidos en un &area par,
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basta observar que tal corte encierra un area impar y por tanto el grafico se puede
dibujar usando la regla de Escritura establecida en el teorema 3.20. Por fin, la iteracién
a través de cortes quebrados contenidos en un area impar se puede lograr usando el
teorema de contraposicién (teorema 3.14) aplicado a la desiteracién que se demuestra

a continuacion.

i1) La desiteracién en la misma &rea y a través de cortes continuos se cumple por
las reglas Alfa. Para la desiteracion por cortes quebrados contenidos en un area impar,
basta observar que tal corte encierra un area par y por tanto el grafico se puede eliminar
usando la regla de Borramiento establecida en el teorema 3.20. Por fin, por el teorema
de contraposicién (teorema 3.14), para la desiteraciéon a través de cortes quebrados
contenidos en cualquier drea par (y, de paso, para la iteracién por cortes quebrados

contenidos en area impar) basta probar lo siguiente en cada hoja H,.

-
SN
7 ~
/ \
1 \
' By =
\ 7
\ /
~ 7
~_ -,

-~ -

Para esto, a su vez es suficiente demostrar la siguiente transformacion.

/’--~\

' ~

4 N TN
1 \ 4 \
: BT = 1 B
\ 1 \ /
\ ’ ~N_ -
~ 7’

~ -

-~ -

Por la definicién 3.9, el corte quebrado en la hoja H, significa que en alguna hoja H,

con x Ry se tiene el grafico siguiente.

Teniendo en cuenta que I es una relacién transitiva, por el lema 3.21 en esta hoja H,

también se tiene el siguiente gréafico necesario.
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Por lo tanto, en la hoja H, se pueden realizar las siguientes transformaciones Alfa.

GIG =X CIC=X0

Por fin, como x Ry, por la definicién 3.9 en la hoja H, se tiene el grafico siguiente, que

es el buscado.

O

Corolario 3.23. En un libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X, R) con relacion
R reflexiva y transitiva son vdlidas todas las reglas de transformacion Gama para la

logica Sy, como se expresan en el apartado A de la seccion 3.1.4.

B. Reglas de transformacion Gama para S;.»

Lema 3.24. Supdngase que en un libro de Peirce-Kripke sobre (X, R) y cierto elemento
x € X se tiene que para cada y, z tales que x Ry, x Rz existe un elemento u tal que

yRu, z Ru. Entonces en la hoja H, se cumple

-~

.= SN

17 AN

oA 3
AYAN 71
NN

S -

para cualquier grdfico A.

Esta condicion sobre R se cumple en todo € X si y solo si la relacién R es convergente.
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Demostracion. Sea y € X tal que x Ry. Como en H, se tiene

- ~
=N
1 A
A n
[ 71
NS 4

entonces para algin z con x R z se tiene el grafico siguiente en la hoja H,.

Ahora, por la hipdtesis sobre la relacion R existe u € X tal que y Ru y z Ru. Por
la afirmacion 3.11, del grafico anterior se obtiene el grafico A en H,; luego, por la

afirmacién 3.10 se obtiene el siguiente gréfico en H,,.

Como esto se cumple para cada y € X con x Ry, se concluye por la afirmacion 3.11

que en la hoja H, se tiene el grafico que sigue.

De manera grafica:
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O

El lema anterior estd relacionado con el ejemplo 3.6 que muestra graficamente el axioma
modal G, caracteristico de la légica modal Sy». Sin embargo, se nota que no es con
exactitud lo que se requiere para las reglas de Iteracion y Desiteracion, donde se debe
garantizar la permanencia del corte doble necesario en hojas posteriores. Para ello se

requiere solo un pequeno ajuste.

Lema 3.25. Supdngase que en un libro de Peirce-Kripke sobre (X, R) y cierto elemento

r € X se tiene:

i) Para cada y, z tales que x Ry, x Rz existe un elemento u tal que y Ru, z Ru;

i1) Para cada z tal que x R z se tiene que si z Rv, v Rw para algunos v, w entonces

también z Rw.

Entonces en la hoja H, se cumple

- ~
TSN

1 A
oA 3
(R ’1
NSy

~_ -
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para cualquier grdafico A.

Estas dos condiciones se cumplen si la relaciéon R es transitiva y convergente.

se tiene en toda hoja H, tal que x Ry.

Demostracion. Sea y € X tal que x Ry. Como en H, se tiene

-
=N
1 1
A n
(RN ’1
NSy
~_ -

entonces para algin z con x R z se tiene el grafico siguiente en la hoja H,.

Ahora, por la hipdtesis (i) sobre la relacién R existe v € X tal que y Ru 'y z Ru. Mas
aun, por la condicién (ii) y el lema 3.21, del grafico anterior se tiene en la hoja H, el

grafico que sigue.

En consecuencia, por la definicién 3.9 se obtiene el siguiente gréfico en H,,.

7, =N
Iy LR
A n
(R 'y
NN 7y
-

Como esto se cumple para cada y € X con x Ry, se concluye por la afirmacién 3.11

que en la hoja H, se tiene el grafico que sigue y que es el buscado.
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De manera grafica:

]

Teorema 3.26. En cada hoja de un libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X, R)
con relacion R reflexiva, transitiva y convergente son vdlidas las reglas de Iteracion y

Desiteracion Gama, como se expresan en el apartado B de la seccion 3.1.4.

Demostracion. Teniendo en cuenta el teorema 3.22 y su demostracién, basta considerar
la desiteracion de un corte doble quebrado a través de un corte quebrado, lo cual a su

vez se reduce a probar en cada hoja H, la siguiente transformacién.

/’—-~\

-~ s - TSN ~
7 =D AR RS \ 7S
1t NN oy AN \ ’ \
A o A o Ba 3 1 B
AYAY 171 AN NN 71 1 \ /
NN/ N NSy 4 S_ -

~ o - NS oSN o ’

\~__’/
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Por la definicién 3.9, el corte quebrado en la hoja H, significa que en alguna hoja H,

con x Ry se tiene el grafico siguiente.

Teniendo en cuenta que R es una relaciéon transitiva y convergente, por el lema 3.25 en

esta hoja H, también se tiene el siguiente grafico.

Por fin, como x Ry, por la definicién 3.9 en la hoja H, se tiene el grafico siguiente, que

es el buscado.

O

Corolario 3.27. En un libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X, R) con relacion R
reflexiva, transitiva y convergente son vdlidas todas las reglas de transformacion Gama

para la logica Syo, como se expresan en el apartado B de la seccion 3.1.4.

C. Reglas de transformacion Gama para Sy

Lema 3.28. Supdngase que en un libro de Peirce-Kripke sobre (X, R) y cierto elemento

x € X se tiene que para cada y tal que x Ry también y Rx. Entonces en la hoja H, se
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cumple

para cualquier grdafico A.
Esta condicion sobre R se cumple en todo z € X si y solo si la relacién R es simétrica.

Demostracion. En la hoja H, se puede realizar la siguiente transformacion Alfa.
C
A @

Ahora sea y € X tal que = Ry. Por la hipdtesis sobre R también se tiene y Rz luego

por la definicién 3.9 en la hoja H, se tiene el siguiente grafico.

Puesto que esto sucede para cualquier y con x Ry, por la afirmacién 3.11 en la hoja H,

se tiene el grafico siguiente, que es el buscado.

De manera grafica:
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=~
/ \
| 1
\ /
~ -

O

El lema anterior estd relacionado con el ejemplo 3.7 que muestra graficamente el axioma
modal B, uno de los que caracterizan la logica modal S5. Se observa que tiene la siguiente

consecuencia inmediata.

Corolario 3.29. Supdngase que en un libro de Peirce-Kripke sobre (X, R) y cierto

elemento x € X se tiene que para cada y tal que x Ry también y Rx. Entonces en la

() =

hoja H, se cumple

para cualquier grafico A.

Demostracion. Basta sustituir en el lema 3.28 el grafico A por el grafico encerrado

@ y aplicar la regla de Corte doble. [

El siguiente resultado es muy parecido pero aqui se exige menos en el grafico inicial
que en el corolario 3.29. Esta deduccion corresponde al axioma modal 5 que es el mas

fuerte de estos tres postulados similares.

Lema 3.30. Supdngase que en un libro de Peirce-Kripke sobre (X, R) y cierto elemento
x € X se tiene que para cada vy, z tales que x Ry, x R z también se tiene y R z. Entonces

en la hoja H, se cumple
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V4 \
A S
\ 4
~N_-

Esta condicién sobre R se cumple en todo x € X si y solo si la relacion R es euclidiana:

para cualquier grafico A.

r Ry y x Rz implica y R z para todo z, y, z. Es sencillo probar los hechos siguientes:
toda relacion simétrica y transitiva es euclidiana; al revés, toda relacion euclidiana y

reflexiva es simétrica y transitiva.

El significado del lema 3.30 es que todo gréafico cuya negacion es posible resulta también

TN

necesario. En otras palabras, el grafico original ( A :', dado en la hoja H,, también se

tiene en toda hoja H, tal que x Ry. Nétese que esto en realidad equivale a que todo

grafico posible es también necesario.

Demostracion. Sea y € X tal que x Ry. Como en H, se tiene

entonces, por la definicién 3.9, para algin z con = R z se tiene el gréafico siguiente en la

hoja H,.

Ahora, por la hipétesis sobre la relacién R también y R z, luego de nuevo por la definicién

3.9 se tiene en la hoja H, el grafico que sigue y que es el buscado.

De manera grafica:
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/ \ \ /

| A | \\__//
\ /
N\ 4

X
R R
Y
X R A

]

Teorema 3.31. En cada hoja de un libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X, R)
con relacion R refleriva, simétrica y transitiva son vdlidas las reglas de Iteracion y

Desiteracion Gama, como se expresan en el apartado C de la seccion 3.1.4.
Es decir, este resultado se tiene cuando R es una relacién de equivalencia.

Demostracion. Teniendo en cuenta el teorema 3.22 y su demostracién, basta establecer
la desiteracién de un grafico con las condiciones indicadas a través de un corte quebrado

en cualquier hoja. La prueba de este resultado se construye en cuatro pasos.

PN

1. Todo grdfico de la forma ( A :', esto es, un corte quebrado con todo su

N—

contenido, se puede desiterar por cortes quebrados en cualquier hoja.

Al igual que en la demostracion del teorema 3.22, la prueba de este hecho (1) se reduce

a realizar en cada hoja H, la siguiente transformacion.

Por la definicién 3.9, el corte quebrado en la hoja H, significa que en alguna hoja H,

con x Ry se tiene el grafico siguiente.

102



Teniendo en cuenta que R es una relacion euclidiana al ser simétrica y transitiva, por

el lema 3.30 en esta hoja H, también se tiene el siguiente grafico.

Por fin, como = Ry, por la definicion 3.9 en la hoja H, se tiene el grafico siguiente, que

es el buscado.

2. Si los grdficos G, H se pueden desiterar por cortes quebrados en cualquier
hoja entonces su yuxtaposicion, esto es el grifico G H, también se puede

desiterar por cortes quebrados en cualquier hoja.

La prueba de este hecho es inmediata pues se puede desiterar primero un grafico y luego

el otro.

3. St el grifico G se puede desiterar por cortes quebrados en cualquier hoja
entonces el grafico rodeado por un corte continuo, esto es @, también se

puede desiterar por cortes quebrados en cualquier hoja.

Como antes, la prueba de este hecho () se reduce a realizar la siguiente transformacién

en cada hoja H,.
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/’ SR \\ TN
14 \ V4 \
OKODERD

AR R4 ~N_v~
Sea y € X algun elemento tal que z Ry, tal elemento existe pues siendo R reflexiva

incluso se podria tomar y = x. Como R es una relacion simétrica también se tiene y Rz,

luego en la hoja H, se tiene el grafico siguiente.

Por otro lado, como x Ry y teniendo en cuenta que R es una relacién euclidiana, por

el lema 3.30 en esta hoja H, también se tiene el siguiente grafico.

’ ~
7’ A
’ \
1 A
\ ’
N /
~ ’

Por lo tanto, en la hoja H, se pueden realizar las siguientes transformaciones. El primer
paso estd permitido por el resultado (1) de esta demostracion; el segundo por la hipdtesis

asumida en (3) y el teorema de contraposicién (teorema 3.13).

Asi, se tiene el gréfico ( A :1 en la hoja H,. Pero como y Rz, de nuevo por el lema 3.30

~_ -
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se tiene este mismo grafico ( A ) en la hoja H,, que es el resultado buscado.

~o -

4. Todo grifico cuyos subgrdficos minimos estdan todos rodeados por algun
corte quebrado del mismo grdfico se puede desiterar por cortes quebrados en

cualquier hoja.

Pues tal grafico se obtiene a partir de graficos rodeados por cortes quebrados com-
bindndolos mediante yuxtaposicion, o rodeandolos con cortes continuos, o iterando al-
guna combinacién de estos dos procesos. Por un argumento recurrente, a partir de (1),

(2) v (3) todos estos gréficos se pueden desiterar por cortes quebrados. O

Corolario 3.32. En un libro de Peirce-Kripke sobre un conjunto (X, R) con relacidn
R reflexiva, simétrica y transitiva son validas todas las reglas de transformacion Gama

para la logica S5, como se expresan en el apartado C de la seccion 3.1.4.

Y asi, en todos los casos ya clasicos estudiados por Zeman, las reglas de transformacién
Gama modales se obtienen de manera completamente natural a partir de las propiedades
de la relacién subyacente al libro de Peirce-Kripke, empleando tinicamente la convencion

para el corte quebrado adoptada en la definicién 3.9.
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