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Proélogo

Ademas de su enorme belleza intrinseca, el anéalisis complejo es
una de las teorfas de mayor trascendencia tanto en las matematicas
puras como aplicadas. Por ello, en la formacion de matematicos y de
docentes en matemaéticas resulta indispensable un curso bésico sobre
las funciones de variable compleja, conocido de manera simple como
Variable Compleja. En la Universidad del Tolima desde hace muchos
anos se ha forjado una tradiciéon de enfocar este curso en la compren-
sion geométrica del sistema de los ntmeros complejos, sin descuidar
el desarrollo del célculo bésico con funciones en este contexto. El li-
bro que presentamos recoge nuestra experiencia adquirida al orientar
esta asignatura en muchas ocasiones y procura servir de guia para los
estudiantes interesados en esta maravillosa rama de la matematica.

El capitulo 1 es una introducciéon a los ntimeros complejos, con én-
fasis especial en la geometria de este sistema. El capitulo 2 es un repaso
de las nociones basicas de topologia y analisis, especializados al plano
complejo, mientras que en el capitulo 3 presentamos las principales fun-
ciones de variable compleja enfatizando, de nuevo, su comportamiento
geométrico. Los capitulos 4 y 5 contienen una introducciéon bésica al
calculo diferencial e integral de funciones de una variable compleja.
Cada capitulo esta dividido en secciones cortas, correspondientes al
tema que se puede estudiar en una clase, y al final del capitulo hay
una breve seleccion de ejercicios.

Salvo la presentacion de los temas, que se renueva en cada ocasion



por la interaccion activa de estudiantes y docentes, no pretendemos
novedad alguna en el material desarrollado en este libro. Nuestro pro-
posito es motivar a todos a acercarse a esta apasionante area y con-
tinuar sus lecturas en los excelentes textos de grandes maestros, que
indicamos en la bibliografia. Por ello, también aplaudimos la iniciati-
va del Sello Editorial de la Universidad del Tolima de publicar estos
textos con libre acceso.

Los autores.
Ibagué, octubre 2021.
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Capitulo

Los niimeros complejos

En este primer capitulo se introduce el sistema de los ntmeros
complejos en sus distintas perspectivas.

1.1. El campo de los ntimeros complejos

El sistema numérico complejo se puede introducir como sigue.

Definiciéon 1.1.1. El conjunto de las parejas ordenadas de nimeros
reales (a,b) € R? junto con dos operaciones, la adicion dada por

(a,b) + (¢,d) = (a+b,c+d) (1.1)

y la multiplicacion dada por

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc) (1.2)

lo denotamos C y sus integrantes los llamamos niimeros complejos.

Introduccién a las funciones de variable compleja
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El numero complejo (a,0) lo escribimos como a, esto se justifica
por la funcion inyectiva

f: R—>C
a > (a,0),

que respeta las operaciones de adiciéon y multiplicaciéon, esto es, para
cada a,b € R tenemos f(a+b) = f(a)+ f(b) y f(a-b) = f(a)- f(b),

como se verifica de inmediato.

Si hacemos ¢ = (0, 1), entonces considerando C como espacio vec-
torial real, resulta

(a,b) = a(1,0) +b(0,1) = a + bi.

En este punto abandonamos la notaciéon de pares ordenados. Lla-
mamos parte real del complejo z = a + bi al nimero real a, y parte
imaginaria al nimero real b, simplificando:

Rez =a e TJmz =0b. (1.3)

A partir de (1.1), (1.2) y (1.3) tenemos de forma inmediata que
para nimeros complejos cualesquiera z,w € C se cumple la identidad
Re(z + w) = Rez + Rew y también Im(z + w) = Imz + Imw.

Proposicién 1.1.1. Tenemos que i* = —1.

Demostracion. i* = (0,1)-(0,1) = (0-0—1-1,0-1+1-0) = (0—1,0+0) =
(—1,0) = —1. O

Con esta notacién, se vuelve natural la multiplicaciéon de ntimeros
complejos, en efecto:

(a +bi)(c+ di) = ac + (ad + be)i + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i
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(en adelante, omitiremos el punto para denotar la multiplicacion). Por
otro lado, la proposicién 1.1.1 significa que la ecuacién 22> +1 = 0
tiene solucion en los ntimeros complejos. En realidad, para cada z € C
se tiene 22 + 1 = (2 +4)(z — i). Generalizando, si z,w € C entonces
2?2 + w? = (2 + wi)(z — wi), esta identidad se puede verificar como
ejercicio. Luego para z = a + bi € C con por lo menos uno de los
reales a, b diferentes de cero tenemos:

L a—bi a—bi a w —b
a+bi (a+bi)(a—bi) a2+02  \a®+ b2 a?+ )
(1.4)

Teorema 1.1.1. El conjunto de los nimeros complejos constituye un
campo.

Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector. El elemento dado
en la ecuacion (1.4) indica el inverso multiplicativo de un nimero
complejo a + bi cualquiera diferente de cero. O

Ahora definimos dos funciones importantes para el estudio de los
numeros complejos.

= Funcién valor absoluto. Dado el nimero complejo z = a+bi €
C, el valor absoluto de z, también llamado modulo de z, es

|z| = Va? + b? (1.5)

o, de manera equivalente, |z| es el valor real no negativo tal que
|2|? = a® + b°.

» Funcién conjugado. Dado el niimero complejo z = a+bi € C,

el conjugado de z es
Z=a — bi. (1.6)



12 Capitulo 1 - Los niimeros complejos

Por ejemplo, |i| = 1 mientras i = —i.

Unas propiedades basicas de estas funciones son dadas por la si-
guiente proposicion.

Proposicion 1.1.2. Dados z,w € C tenemos:

2. Jmz = l,(z—?),
23

3. 2 +w=72+w,

4. 70 = Z W,

5. 2=z

Demostracion. Es un ejercicio para el lector, para el cual basta expre-
sar los niimeros complejos en la forma z = a+bi y w = c+di y aplicar
(1.3), (1.5) y (1.6). O]

Sigue una propiedad fundamental que combina las funciones defi-
nidas en (1.5) y (1.6).

Proposiciéon 1.1.3. Dado z € C tenemos:

|z]? = 2Z. (1.7)

Demostracion. Si z = a + bi entonces

2z = (a +bi)(a — bi) = (a® + b*) + (—ab + ba)i =
= (a* +b*) + 0i = a® + b* = |z|*.
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Las siguientes propiedades se pueden demostrar sin expresar el
namero complejo en la forma a + bi.

Proposicion 1.1.4. Dados z,w € C tenemos:

1 z
1. ;:W (para z #0),
2. |zw| = [2] Jwl,
AN
3. |—|=-— (paraw #0),
]
4. [z = |,
5. | =z =4

Demostracion. Probamos la igualdad (2). Utilizando la identidad (1.7)
tenemos
lzw|? = zwZw

y por la proposicién 1.1.2 numeral (4), usando las propiedades con-
mutativa y asociativa, concluimos la demostracion. Las otras igualda-
des quedan como ejercicio. O]

1.2. Representaciéon rectangular

Podemos identificar cada z = a + bt € C con un tnico punto
(a,b) € R?, de manera que sus partes real e imaginaria son también
sus coordenadas cartesianas. Ahora, la suma de ntimeros complejos es
la suma del espacio vectorial R?, y claramente |z — w| es la longitud
del segmento entre z y w. También se tiene la ley del paralelogramo:
la suma de los cuadrados de las longitudes de los lados de un parale-
logramo es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de las
diagonales (ver la Figura 1).
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Proposiciéon 1.2.1. Dados z,w € C tenemos:

|z+w|2+|z—w|2 =2(|z]* + |w|2). (1.8)

Figura 1: Representacion grafica de suma y resta de dos nimeros
complejos

-~
- \
4- o ! \
’/’ K/ S
-~ S/ N
_____ / \
il Y Z—w N\

—_——

Demostracion. En efecto, por (1.7) tenemos:
|z +wl’ = (2 + w) (2 + w),

luego, por la proposicién 1.1.2 numeral (3) y la propiedad distribu-
tiva obtenemos:

|z +w|® = |2|* + 2Re(2w) + |w|*. (1.9)

De la misma manera:

|z —w|* = |2)? — 2Re(2@) + |w|?, (1.10)

y al sumar (1.9) y (1.10) se obtiene la igualdad (1.8). O d

Como puede esperarse a partir de la interpretacion vectorial, tam-
bién es valida la desigualdad triangular.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Proposicion 1.2.2. Dados z,w € C tenemos:

|z + w| < |z] + |w]. (1.11)
Demostracion. En efecto, (Rez)? < (Rez)? + (Jmz)? = |2|? y de aqui
|Rez| < |z|, que es equivalente a:

—|z| < Rez < |z|. (1.12)

Cabe anotar que la parte imaginaria también satisface esta propie-

dad. Ahora:

|z +w|* = |2]* + 2Re(20) + |w|? por (1.9)
< |2]? + 2|z w| + |w|? por (1.12)
= |2I* + 22|[@] + |w]*
= |2I* + 22 |w] + |w]*
= (Il + Jw])*.

De aqui llegamos a (1.11). ]

Como consecuencia, dados z1, 29, z3 € C tenemos que:

|21 — 22| < |21 — 23] + |23 — 2]

Para demostrarlo aplicamos la desigualdad triangular a |z; — 25| =
|(z1 — 23) + (23 — 22)|. Otra consecuencia inmediata, cuya verificacion
se deja como ejercicio, es

|2 = w| < [2] + [w].

Para terminar, la siguiente es otra desigualdad muy tutil.
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Proposicion 1.2.3. Dados z,w € C tenemos:

2] = Jw]| < |z = wl. (1.13)
Demostracion. Por un lado |z| = |(z — w) + w| < |z — w| + |w|, esto
es:

2] = Jw] < |z —w; (1.14)
y, por otra parte,

w] = [(w = 2) + 2[ < fw = 2[ +[2] = [z — w] + ||

de donde |w| —|z| < |z — w|, y factorizando el signo llegamos a

|z| — Jw| > =]z — w. (1.15)

De (1.14) y (1.15) llegamos a
—lz —wl < 2] = w| <[z = wl,

que equivale a la desigualdad (1.13). ]

1.3. Representacion polar

Podemos representar los nimeros complejos no nulos en coordena-
das polares (r,0) donde r es la distancia al origen y 0 es el angulo (en
radianes) comprendido entre el eje real positivo y el segmento deter-
minado por el complejo y el origen del plano, como se puede ver en la
Figura 2.



Capitulo 1 - Los niimeros complejos 17

Dadas las coordenadas polares r y 6, las coordenadas cartesianas
se determinan por las igualdades:

xr =rcosb,

y =rsend.

Luego

z=x+yi=rcosl+irsend =r(cosf + isend) = rcisé,

donde se adopta la notacion

cisf = cosf + isenf,

la expresion
z=rcisf

es llamada la forma polar del complejo no nulo z.

Figura 2: Representacion polar de un complejo y su conjugado

z=x+yi

Q
&4

A

B

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Dadas las coordenadas cartesianas z = Rez e y = JTJmz de un
complejo no nulo z, las coordenadas polares 7,6 se determinan por:

N

tand = ¥
x

sixz#0,0

r=+/(MRez)? + (Jmz)2,

tan 0 Jmz
anf = ——.
Rez

Asi que r = |z| es el valor absoluto. Por otra parte, el valor de 6 se
debe escoger segun el cuadrante al cual pertenece z, este ntimero es el
angulo formado por el eje de las x y el vector formado por el origen del
plano y el punto que representa z. También se denota § = argz y se
denomina argumento. Si bien infinitos valores corresponden al mismo
angulo, el argumento principal satisface la condicion —7 < argz < 7.

Proposicion 1.3.1. Dados dos complejos no nulos en forma polar
z1 =1y cisfy y zo = rocisbhy, su producto es:

Z1R9 = I'1T2 CiS(el + 92) (116)

De esta manera, en particular,

|z120| = |z1||22] v arg(z122) = argz; + arg zs. (1.17)

Demostracion. En efecto,
2129 = (ry cisOy)(rq cis b)
= 1179 Cis 0 cis Os
= ryra(cos 6y + isenby)(cos by + isen by)
= 779 [(cos 01 cos B — sen 0, sen 0y) + i(sen 64 cos Oy + sen O cos ;)
= rira(cos(0y + 0) + isen(0; + 02))
= ryrycis(fy + 0s).
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En la penultima linea utilizamos las identidades trigonométricas
para la suma de adngulos de las funciones coseno y seno, respectiva-
mente. UJ

La Figura 3 muestra el producto de dos ntmeros complejos.

Figura 3: Producto de dos numeros complejos

2122

e

Z2

Proposicion 1.3.2. Dados dos complejos no nulos z; = rycisfy y
z9 = ro Cis by, su cociente es:

z1  rpcisé, .
—_— = = 0, — 05). 1.18
Zy  Tocishy riry cis(f 2) ( )

De esta manera, en particular,

Gy @ Y argé = arg z; — arg 2. (1.19)
‘22‘ V)

Z2

Demostracion. Utilizando el hecho de que la funciéon coseno es una

funcion par y la funciéon seno es una funcion impar (esto es: cos(—z) =

cos(x), sen(—x) = —sen(z)), tenemos:
1 Z r9(cos by — isen by) _ ,
o PAE = 2 = 75" (cos(—0) + i sen(—6s)).
Esto es: 1
— =1y ' cis(—6y) (1.20)

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Combinando (1.20) con (1.16) se obtiene el resultado. O

Proposicion 1.3.3. Dados los complejos no nulos z; = r;cist;, 1 <
1 < n, tenemos:

2029 .. 2y =T1T9 ... TpCiS(0) + 03+ -+ -+ 0,) (1.21)

Demostracion. Por induccion, a partir de la proposicion 1.3.1. Los
detalles se dejan como ejercicio para el lector. O]

Si todos los nimeros elegidos en la proposiciéon 1.3.3 son iguales,
esto es
== =2, =2

con z = rcisf, entonces obtenemos:

2" =r"cisnd. (1.22)

La ecuacion (1.22) se cumple para todo n € Z, ya que en la
proposiciéon 1.3.2 se demostr6é que 27! = r~lcis(—0), y sin < 0
tenemos 2" = (z7!)™". Cuando |z| = 1 obtenemos la célebre formula
de de Moivre,

(cos@ +isend)" = cosnb + isennd. (1.23)

Utilizando la ecuacion (1.22) podemos establecer una formula pa-
ra encontrar raices arbitrarias de nimeros complejos. Dado un com-
plejo no nulo a € C, buscamos un nimero complejo z tal que

z = Q.

Utilizando la forma polar, si z = |z|cisf y a = |a| cis «, entonces
por la ecuaciéon(1.22) es:
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y de esta igualdad tenemos:

n 2k
|z| = v/]a| y e LR 0<k<n-1.
n

Asi hemos demostrado el siguiente resultado.

Proposicion 1.3.4. Para cualquier entero positivo n, dado un com-

plejo no nulo a = |a|cisa sus raices n-ésimas estin dadas por la
formula
. o+ 2km
21 = v/ |a| cis ——, (1.24)
n

donde k recorre los n valores enteros, 0 < k <n — 1.

Corolario 1.3.1. Las raices n-ésimas de la unidad estdn dadas por:

2%k
w=cis 0 <k<n-—1. (1.25)
n

Demostracion. En efecto, para la unidad 1 se tiene |[1| = 1y argl = 0,
luego en (1.24) queda:

n 2k 2k
Z2p = \/Icis(H—W:cis—W. O
n n

Por ejemplo, las raices ctibicas de la unidad son:

. 2:0-7 . .
zp = cis 3 =cosO+isen0=1+0: =1,
2-1- 2 2 1 3
zq1 = cis 5 chosg+isen§:—§+i§,
. 2-2-7 4 A4x 1 3
29 = CIS =COS— +1sen— = —— — ,——.
3 3 3 2 2

Se observa que, geométricamente, las raices cubicas de la unidad
representan los vértices de un triangulo equilatero. En general, las
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raices n-ésimas de cualquier niimero complejo no nulo son los vértices
de un poligono regular de n lados. Por ejemplo, las raices quintas de
i son los vértices de un pentagono regular (ver la Figura 4).

Figura 4: Pentégono con vértices las raices quintas de ¢

1.4. Geometria en el plano complejo

Diversas figuras de la geometria plana se pueden expresar con sen-
cillez mediante ecuaciones de variable compleja.

1.4.1. La recta

Si L es una recta en el plano C, de la geometria analitica elemental
sabemos que L estd completamente determinada por un punto a en L
y un vector direccion b # 0, de la siguiente manera:

L={z€C|z=a+tbteR} (1.26)

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Despejando en (1.26), tenemos
z—a

b

t =

y como t € R, podemos utilizar esta tltima igualdad para expresar la
recta como:

L:{zE(C‘Jm%:O}. (1.27)

Esto se generaliza como sigue.

Proposicion 1.4.1. En el plano complejo, toda recta se puede expre-
sar mediante una ecuacion de la forma

Re(az + 4) =0,

donde o, 5 € C con o # 0, o bien mediante una ecuacion de la forma
Jm(a’2+ ") =0,

donde o/, 3" € C con o # 0.

Demostracion. Haciendo a = ay+1ias, B = by +1bs, 2 = x+1y tenemos
que az + f = (a1 — agy + by) + i(asx + a1y + by). En consecuencia,
la igualdad Re(az + ) = 0 equivale a a1z — asy + by = 0, que es
la ecuaciéon de una recta porque aq, as no son ambos cero dado que

a # 0. Por otro lado, como Re(iw) = —Im(w), la segunda ecuacion
implica Re(ia'z + if) = Re(i(d'z + ') = —Im(a’z + ') = 0, que
también corresponde a una recta por la primera parte. O

El mismo calculo permite concluir que los siguientes conjuntos son
los semiplanos asociados a la recta con ecuacion Re(az + ) = 0:

H={2€C|Re(az+p) >0}, K={z€C|Re(az+p)<0}.
(1.28)

Podemos encontrar otra ecuaciéon compleja de una recta en térmi-
nos de la funcién conjugado.
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Proposicion 1.4.2. En el plano complejo, toda recta se puede expre-
sar mediante una ecuacion de la forma

az+ B =az+p,

donde o, 5 € C con a # 0.

Demostracion. Para cualquier complejo w € C tenemos w = w si y
solo si w —w = 0, si y solo si 2¢Jmw = 0, si y solo si Jmw = 0. De
esta manera, az + [ = az+ 3 si y solo si Im(az + ) = 0, lo cual por
la proposiciéon 1.4.1 corresponde a una recta en el plano. O

Atn hay una tercera ecuaciéon de la recta, en términos del valor
absoluto. Interpretando el valor absoluto de la diferencia entre dos
complejos como la distancia entre ellos, podemos considerar los puntos
equidistantes de dos puntos fijos distintos.

Proposicion 1.4.3. Dados dos puntos z1,z5 € C con z, # 23, la
recta mediatriz del segmento que los une se puede expresar mediante
la ecuacion

|z — 21| = |z — 29]-

Demostracion. En efecto, |2 — 21| = |z — 29| si y solo si [z — 2 |* =
|z—25|%, siy solosi |2]?—20Re(221)+]21]? = |2|>—2PRe(222) +| 22| (véase
la ecuacion (1.10)), si y solo si 2Re(z(z2 — z1)) + |z1]> — |22|* = 0, si
y solo si:

2 2
Re ((—22 —z1)z + M) =0, (1.29)

2_ 2 . .,
ya que M es un numero real. Pero (1.29) es la ecuacion de una

recta por proposicion 1.4.1. Si zy = 21 +iy1, 290 = X9+ Y2 ¥
z = x + 1y, entonces la ecuacién (1.29) adquiere la forma:

x5 — i+ Y5 — Ui
2 b

(2 —21)x + (Y2 — Y1)y =
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que es una expresion cartesiana conocida para la mediatriz del segmen-
to que une los puntos (z1,y1) vy (z2,y2). La verificacion de los detalles
se dejan como ejercicio. O

Para estos mismos puntos, y utilizando la expresion (1.27) con
a =2y b= 2 — 2z, la recta que pasa por los puntos z; y 25 y
que es perpendicular a la mediatriz encontrada (ver Figura 5), tiene
ecuacion

Jm ((22 — zl)z — (22 — zl)zl) =0.

Comparando con la ecuacion (1.29), se observa que tienen el mis-
mo coeficiente de z. Se puede comprobar como ejercicio que las si-
guientes rectas son perpendiculares:

Re(az+ ) =0y Im(az+v) =0,
para todo a, 3,7 € C con a # 0.

Figura 5: Mediatriz de la recta determinada por z; y 2o

L/

21

Dados ahora dos puntos zy, 21 € C, tomando a = 25 y b = 21 — 2,
como al principio de esta seccion, el segmento con punto inicial zy y
punto final z; es

[20,21) = {20+ t(z1 —20) | 0<t <1} ={tzy + (1 — 1)z | 0 <t < 1}

Introduccion a las funciones de variable compleja
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En general, dados los puntos zg, z1, .. ., 2, € C, llamamos

(20, 21) U [21, 22] U -+ U [z, 20) = ([0, 2]
k=1

una poligonal desde zy hasta z,.

1.4.2. La circunferencia

La circunferencia con centro z; € C (fijo) y radio r > 0 (real
positivo) es el conjunto de todos los complejos z que distan r de zy, es
decir, que satisfacen

|z — 20| = 1.

En efecto, si 29 = h+ ki y z = x + yi entonces |z — 29| = 7 si
y solo si |z — z|> = r?, si y solo si (z — h)? + (y — k)? = 12, que es
la conocida ecuaciéon cartesiana de la circunferencia. Si la diferencia
z — zp se expresa en forma polar, resulta

Zz— 29 = |z — 2| cis@ = rcisb,

de donde
z=2(0) = 2o+ rcisé,

que es una expresion paramétrica de la circunferencia.

Por otro lado, se sigue que el interior de la circunferencia, esto es
el disco abierto con centro 2y y radio r, estd dado por

B(zg,7) ={2€C:|z—2z| <r}.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Existen otras ecuaciones para especificar una circunferencia. Sean
a, € Ccona#fysealeRcon >0y A\# 1. Veamos que la
ecuacion
z—

z—0 =A

representa un circulo. Este es un célebre teorema de Apolonio,
véase la Figura 6, segtin el cual la circunferencia es el lugar geométrico

de los puntos P para los cuales se cumple la razon g A, siendo A

una constante positiva.

Pero lo podemos ver también en coordenadas cartesianas. En efec-
to, si @ = ay+ias, 5 = by +1iby, z = x+1y, reemplazando en la ecuacion
dada reescrita de la forma |z — a|* = A\?|z — 3|, obtenemos:

(.’E — a1)2 + (y - a2)2 = >\2<.T — b1)2 + )\2(3/ — b2>2.
De aqui, por célculos elementales y completando cuadrados, llega-
mos a ) )
a; — )\le a9 — )\2b2 .
(I_l——)\?) * (y‘l_—v =k

donde k es una constante positiva. Esta es la ecuacion de una
circunferencia.

Figura 6: La circunferencia de Apolonio

Introduccion a las funciones de variable compleja
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De nuevo, sean 2, 2o € C dos puntos fijos diferentes. La ecuacion
de la elipse con focos 21, 2z es

|z — 21| + |2 — 22| = K,

siendo k£ una constante real positiva.

Ejemplo 1.4.1. La igualdad |z — 4i| + |z + 4i] = 10 representa la
2 2

elipse 9 + % = 1, como se puede verificar sustituyendo z = x + yi,

y haciendo los cdlculos correspondientes.

Por fin, la ecuacion de la hipérbola con focos zi, z5 es

|z — 21| — |z — 2| = %k,

siendo k cualquier constante real no nula (el caso k=0 se reduce
a la recta mediatriz).

Ejemplo 1.4.2. La igualdad |z — 5i| — |z + 5i| = 6 representa la
2 2

e e . X
hipérbola con ecuacion cartesiana T 1

1.5. La esfera de Riemann

Con frecuencia aparecen funciones que se convierten en infinitas
cuando la variable se aproxima a un punto dado. Para analizar esta
situacion introducimos el plano extendido el cual es Co, = C U {o0}.
La representacion geométrica de Co, es una esfera unidad en R3, que
denotaremos S, asi que

S = {(w1,22,23) ER® | 2 + 235 + 23 = 1}.
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Sea N = (0,0, 1) el polo norte de S, identificamos el plano complejo
C con {(w,y,O) ‘ T,y € R} y tenemos que el plano C corta a S a lo
largo del ecuador (ver la Figura 7).

Figura 7: Representacion esférica del plano extendido

Para cada punto z € C, consideremos la recta que va de N a z la
cual toca a S en Z # N. En la Figura 7 podemos ver que si |z| > 1
entonces Z esta en el hemisferio norte, si |z| < 1 entonces Z esta en el
hemisferio sur, y cuando |z| = 1 tenemos que Z esté en el ecuador de la
esfera S y geométricamente la posicion de Z coincide con la de z € C.
Cuando |z| — o0, tenemos que Z — N, luego podemos identificar a
N con oo en Cg..

1.5.1. Relaciéon de coordenadas de S y C

Sea z = x4+ iy, y si Z = (x1,x9.23) es el correspondiente punto
en §, encontremos xi, Ty, r3 en términos de z, y. Si se considera
a z como el punto en R? con coordenadas (z,y,0), de la geometria
analitica tenemos que la linea en R3 que pasa por 2z y N esta dada por

{tN+ (1 —t)z |t e R},
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o por
{(A=t)z, (1 =t)y,t) | t € R}. (1.30)

Encontremos el valor de ¢ cuando la linea (1.30) interseca a S en un
punto diferente de N. Para este valor de ¢ tenemos que ((1 —¢)z, (1 —
t)y,t) € S,y como S es la esfera unidad tenemos que

11—t 22 +1 - +t* =1
(1=t +y*)=1—+¢
(L=t = (1= t)(1 +1)
(1—t)]z)* =1+t
2] —tl2* =1+t
[2[* = L= t(|2* + 1).

Como z # oo porque N # Z, tenemos

[2]* — 1

t =
|22+ 1

y, por lo tanto, reemplazando este valor en (1.30), llegamos a:

2x 2y |22 — 1
= =2 = . 1.31
TP T RRErU BT Pt (1.31)
Por el teorema 1.1.2, esto lo podemos expresar como:
24z —i(z — %) |2]? =1
= -~ == = = 1.32
TR T Rl BT R (132)

y si el punto Z # N es dado, podemos encontrar x, y en funcion
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de (x1, 29, x3) donde t = x3:

e
1—t_1—£l}37

x1 = (1l —t)z, entonces z =

(1.33)
Ty = (1—1t)y, entonces y= 1x2t _ . 4%) .
_ — s

Nota 1.5.1. La correspondencia entre los puntos de S y Co, es lla-
mada la proyecciéon estereografica.

Ejemplo 1.5.1. Si tenemos el complejo z = 1+1, lo podemos expresar
en coordenadas de S. Veamos: |z|*> +1 =3 y |2|> — 1 = 1, luego por
las ecuaciones (1.31) tenemos:

2 2 1
€rT1 = — To = — T3 — —.
1 37 2 37 3 3

Podemos decir que es el mismo complejo pero con uniforme dife-
rente para jugar en S.

1.5.2. Distancia en el plano extendido

Sean z,z’ € C,. La distancia entre z y 2’ es la distancia entre
Z,7" € S, luego si Z = (v1,29,23), 2" = (2, 2}, %) entonces por la
formula de distancia en el espacio:

[d(z, 2))* = (21— 21)* + (w2 — 25)” + (23 — 23)". (1.34)

Desarrollando los cuadrados y teniendo en cuenta que 7,72’ € S,
esto es, la suma de los cuadrados de sus componentes es 1, llegamos a

[d(2,2")]? = 2 — 2(z12 + woxhy + 232%). (1.35)
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Ahora utilizando las ecuaciones (1.32), tenemos:

I1II1 + 1'21'/2 + fIJgIg =
_ ) +) - (- =)+ (2P - D(FP - 1)
(22 + D(|* + 1) '

Realizando los productos de los paréntesis, cancelando y agrupando
términos semejantes llegamos a:
2022+ 22') + |2*|¢) — |2 — | + 1
(122 + 1)(l=']* + 1) ‘

/ / !
127 + Ty + X3x3 =

Como 22/ + 22/ = 22/ + 22/ = 2Re(z2'), tenemos que

ARe(22') + 272" — [o]* — |Z/P + 1
(I + D(l='* + 1)

/ / /
T1T] + Ty + X3x5 =

Sumando y restando |z|?,|2/|* en el numerador y agrupando térmi-

nos obtenemos

T1X) + ToTh + w37y =
_ =2(|2 = 2Re(22) + 12 P) + (2P + [P+ PP+

B (1212 + D)(|='[> + 1) B

_ 22— 2P+ (42 + )

B (Iz* +D)([='[>+ 1) ’

(1.36)

y reemplazando (1.36) en (1.35) tenemos:

2 _ —2/z = 2P+ (L+ [z)) (L +]2']°)
[d(z =) = 2—2< (22 + 1) (|22 + 1) )

20122 + DU +1) = 2(=2]z = ' + (1 + [2) (1 + |2]*))

(I + D(l='* + 1)

4z — 22
(2P + Dz +1)°
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De donde, finalmente,

: 2|z — |
d(z,2') = . 1.37
(=) (1217 + D)(l='[> + 1)]2 37

Cuando Z' = N, tenemos que:

[d(z,00)]* = @i+ a5+ (25— 1)°
= (#4234 23)—223+1
= 2—2x3
_ 2_2<|z|2_—1)
|22+ 1

2(]z2+1) = 2(2> = 1)
|22+ 1

luego
d(z,00) = ———. 1.38
=0 )
Ejemplo 1.5.2. Sea A un circulo contenido en S. Entonces existe un
tinico plano P C R? con PNS = A. De la geometria analitica tenemos
que
P = {(z1,22,73) : 2151 + 2252 + w303 = 1},

donde (1, B2, B3) es un vector ortogonal a P yl es un nimero real.
Podemos suponer que i + B2 + 35 = 1. Utilizando esta informacion
es posible demostrar que si A contiene a N, entonces su proyeccion
estereogrdfica en C es una linea recta, y en otro caso es una circunfe-
rencia.

Veamos. Si A pasa por N = (0,0,1), de la ecuacion del plano
0-B140-By+1-083 =1 resulta B3 = 1. Ahora utilizando las ecuaciones
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(1.31) tenemos que:

213, 293 2 +y? -1
2+y?+1 22+ +1 0 24241

53 =

luego:

2161 + 2yBo + 2°Bs + Y2 B3 — B3 = la* + ly* +1

Factorizando los términos al cuadrado,

201 + 2yBo + % (Bs — 1) + y*(Bs — 1) = L + B, (1.39)

pero cuando A pasa por N tememos que 33 =1, luego

2031 +2yBs = 1 + B3

Podemos llevar esta ecuacion a la de una recta despejando y :

__ﬁl b:l—'_ﬁi”
By’ 20,

y=axr+0b con a=

Cuando A no pasa por N, tenemos por (1.39):

l
NP Y+’ = + P

S LR R e

y formando cuadrados

9 B 57 ) ( 2 B2 653 ) B
(x +253—l$+(ﬁ3—l)2 \V +2ﬁ3—ly+(ﬁ3—l)2 a
57 I653 n [+ B3

TG G B

Introduccion a las funciones de variable compleja
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esto es,
(H B >2+(y+ B ) _ (B DB =D+ B+ B
ﬂ?)_l 53_l (ﬂ3—l)2
= O3 =P+ B+ 5
B 1—12
(B3 —1)?

Finalmente, llegamos a la ecuacion

(x —a)’+ (y —b)? =1,

donde
P b b _ Ba r:vl—l"’
By —1U By — 1 By —1"

que es la ecuacion de una circunferencia. En la Figura 8 podemos ver
la ilustracion de este ejemplo.

Figura 8: Proyecciones estereogréficas de circulos en el plano exten-
dido

Introduccién a las funciones de variable compleja
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Ejercicios para el capitulo 1

1.1. Encuentre los siguientes valores:

a) (2+30)[3(4+3i) =6(2—20)] b) (1+)* c) <%+$>

1.2. Verifique:

(3—4i)(2+1) | 1
(2 —44)(6+8i)| 4
1.3.Si 2 =3—4iy w= —2+ 3i, determine de manera analitica y
grafica:
a) 2z + 4w b) 3z — 2w c)z—w—4

1.4. Identifique todos los puntos del plano complejo que satisfacen
la condicion dada. En cada caso, elabore un dibujo.

a)Re((1—4)z) =1 b)Re(s’)=-1 ¢)Im(z%) <0

1.5. Verifique las identidades siguientes:

a) Re(iz) = —Imz b) Jm(iz) = Rez

1.6. Exprese los siguientes niimeros complejos en forma polar y
elabore un dibujo:

: L—1 .
a) —Ti b) 7 c) —2+iV12
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1.7. Exprese los siguientes niimeros complejos en la forma x + yi
con z,y € R:

a) (1+1i)* b) (=1 +iV3)% c) M‘%}JN

[2 cis 116

1.8. Escriba en forma polar los siguientes ntimeros complejos:

1 —iv3)7
a) ﬂ (pase primero a forma polar ambos términos).

(V3=
b) 1 —sena +icosa (donde 0 < o < 7).

1.9. Encuentre todos los valores de cada una de las siguientes raices
complejas y elabore un dibujo:

a) V18i

—1+414v3
b) —5

c) \?72_72
d) v2—2iV3

e) vA+ 4i

1.10. Haciendo:
2 2 . (2#)
W = COos — +1sen — =cis | — |,
n n n
pruebe que las raices n-ésimas de la unidad pueden ser expresadas por

2 n—1
Lw,w, ..., w" .
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1.11. Encuentre todas las raices complejas de las siguientes ecua-
ciones:

W) 1424 bt 2 =0
C)1—22+Z4—z6+...+(_1)n22n:O

1.12. Encuentre una ecuacién compleja para la recta y = max + b,
donde m,b € R con m # 0.

1.13. Encuentre una ecuaciéon de la forma |z — 25| = r para la
circunferencia de Apolonio

|z — i B
|z —4i]

1.14. Encuentre una ecuacién compleja para la hipérbola 922 —
49% = 36.
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Capitulo

Nociones métricas y
topologicas

Los conceptos de analisis y topologia que se repasan en este capi-
tulo ya se han estudiado en los cursos correspondientes. Para mayores
detalles se pueden consultar los textos [1, 2, 3, 4].

2.1. Topologia en el plano

2.1.1. Meétrica y topologia

El valor absoluto de la diferencia entre dos ntimeros complejos es,
en realidad, una distancia en el sentido técnico.

Proposicion 2.1.1. La funcion

CxC—R:(z,w) |z —w|

Introduccién a las funciones de variable compleja
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es una métrica en el plano complejo C porque para todo z,w,u € C,
se satisfacen las siguientes condiciones:

1. |z —w| >0 y ademds |z — w| =0 si y solo si z=w,
2. |z —w|=|w-— 2z,

3. |z—w| < |z —ul+ |u—wl|

Demostracion. Se sigue de las propiedades del valor absoluto. O

De esta manera, el plano complejo es un espacio métrico. Como
en todas las estructuras tales, se adopta la siguiente notacién para los
discos abiertos y cerrados con centro z; € C y radio real ¢ > 0. Son
respectivamente

B(zp,€) = {2z €C| |z — 20| <&}
B(zp,¢€) = {ZE(C‘ |z — 2| < €}

La siguiente nociéon existe en cualquier espacio métrico.

Definiciéon 2.1.1. Un conjunto A C C del plano complejo es abierto
si para cada zg € A existe un € > 0 tal que B(zp,€) C A.

Ejemplo 2.1.1. Para dos nimeros reales a, b con a < b, la franja
vertical

F={z€C|a<Re(z) <b}

es un abierto. Pues dado zy € F, sea ¢ = min{MRe(z) —a,b—NRe(z)},
entonces B(zp,€) C F.

Proposicién 2.1.2. La coleccion de abiertos en el plano es una to-
pologia porque satisface las siguientes condiciones:

1. El conjunto vacio O y el plano C son abiertos;
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2. Si A, B son abiertos entonces su interseccion AN B es abierto;

3. Si {Ai}ier es una familia de abiertos entonces su union | J;c; A;
es abierto.

Demostracion.

1. No existe zg € ) que incumpla la condicién. Por otro lado, para
cualquier zy € C se tiene B(zp, 1) C C.

2. Sea zp € ANB. Como A es abierto, existe € > 0 tal que B(zp,€) C
A; como B es abierto, existe & > 0 tal que B(z,d) € B. Tomando
r = min{e, d} se tiene B(zo,7) C AN B.

3. Dado zy € |J,c; Ai, existe j € I tal que 2o € A;. Como A; es
abierto, existe € > 0 tal que B(zp,€) C A; y, dado que A; C J,.; 4,
también B(z,€) C U, Ai- O

2.1.2. Conjuntos cerrados

Todas las nociones topolégicas usuales se pueden considerar en el
plano complejo.

Definicion 2.1.2. Un conjunto C' C C del plano complejo es cerrado
st su complemento C¢ es abierto.

Ejemplo 2.1.2. Cualquier disco cerrado B(zg,€) es un conjunto ce-
rrado. Pues si z ¢ B(z,¢) entonces |z — 20| > ¢, de manera que
d =]z — 2| —€ >0y ademds B(z,9) C (E(zo,e))c. En efecto, para
cada w € B(z,0) se tiene lw — z| < § = |z — 20| — €, luego por la
desigualdad triangular € < |z — zo| — |w — z| < |w — 2.

Ejemplo 2.1.3. Cualquier conjunto finito es un conjunto cerrado. En
efecto, dado F = {z1,29,...,2} C C, para cada z € F° sea ¢ =
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mini<;<x |2 — z;|. Como z # z; para cada i resulta € > 0, y ademds
B(z,¢e) C F©.

Proposicion 2.1.3.

1. El conjunto vacio () y el plano C son cerrados;
2. 51 C, D son cerrados entonces su union C'U D es cerrado;

3. Si {C;}ier es una familia de cerrados entonces su interseccion
Nic; Ci es cerrado.

Asi los conjuntos ) y C son a la vez abiertos y cerrados (de he-
cho, son los tnicos). También existen (muchos) conjuntos que no son
abiertos ni cerrados.

Ejemplo 2.1.4. El conjunto E = {0} U {z € C | Re(z) > 0} no es
abierto y no es cerrado. En efecto, 0 € E y no existe € > 0 tal que
B(0,¢) C E. De igual manera, por ejemplo, i € E° y no existe € > 0
tal que B(i,€) C E°.

Definiciéon 2.1.3. El interior de un conjunto del plano S C C es el
mayor abierto contenido en S, y se denota S™.

En consecuencia, un conjunto es abierto si y solo si es igual a su
interior.

Proposicion 2.1.4. FEl interior de un conjunto arbitrario S C C es
la union de todos los abiertos contenidos en S. Por otro lado, para un
punto z se tiene z € S™ si y solo si existe € > 0 tal que B(z,¢) C S.

La demostracion es la usual en la teoria de espacios métricos.

Definiciéon 2.1.4. La adherencia de un conjunto del plano S C C es
el menor cerrado que contiene a S, y se denota S .

Luego, un conjunto es cerrado si y solo si es igual a su adherencia.
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Proposicion 2.1.5. La adherencia de un conjunto arbitrario S C C
es la interseccion de todos los cerrados que contienen a S. Para un
punto z se tiene z € S si y solo si para todo € > 0 se cumple

SN B(z,¢€) # 0.

Ejemplo 2.1.5. El conjunto R = {p—i—qi ‘ P, q € Q} de todos los
complejos con partes real e imaginaria racionales satisface R™ = ()
y R = C. En general, los conjuntos D tales que D" = C se
denominan densos.

2.1.3. Compactos y conexos

Definiciéon 2.1.5. Un conjunto K C C del plano complejo es com-
pacto si para cada familia {A;}icr de abiertos tales que K C |J;o; A
existe una subfamilia finita {Ail, Ay ,Aik} tal que K C A;, UA;, U
U A,

La familia cuya unién contiene el conjunto se llama cubrimiento
abierto del mismo, y la familia finita es un subcubrimiento. En el plano
complejo existe otra caracterizacion de los conjuntos compactos.

Definiciéon 2.1.6. Un conjunto A C C del plano complejo es acotado
si existe algun disco abierto B(zy,€) tal que A C B(zp,¢€).

De manera alternativa, un conjunto A C C es acotado si y solo si
existe algin real M > 0 tal que |z| < M para cada z € A.

Proposicion 2.1.6. En el plano complejo C, un subconjunto K es
compacto si y solo si es cerrado y acotado.

Ejemplo 2.1.6. Todo subconjunto finito es compacto_(esto sucede en
cualquier espacio topoldgico). Cualquier disco cerrado B(zo, €) es com-
pacto en C, mientras ningin disco abierto B(zp,€) lo es.

Por fin, los subconjuntos conexos son los que no se pueden separar
mediante abiertos en distintas “piezas”.
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Definicion 2.1.7. Un conjunto D C C del plano complejo es disco-
nexo st D = AU B donde A, B son conjuntos disjuntos no vacios y
abiertos en D, esto es, existen abiertos U, V del plano complejo tales
que A=DNU y B = DnNYV. Por el contrario, un conjunto C C C
del plano complejo es conexo si no es disconexo.

La siguiente nocion se denomina conexidad por arcos.

Proposicion 2.1.7. En el plano complejo C, un subconjunto C' es
conexo si y solo si para cada par de puntos de C' existe una curva
poligonal contenida completamente en C' que los une.

Ejemplo 2.1.7. El conjunto C = B(0,1) U B(3,1) es disconezo.

Definicion 2.1.8. Un conjunto no vacio R C C del plano complejo
es una region si es abierto y conexo.

Un conjunto del plano puede ser conexo y, atn asi, tener “huecos”.
Esa caracteristica también se puede expresar con precision.

Definicion 2.1.9. Un conjunto S C C del plano complejo es sim-
plemente conexo si es conexo y ademds toda curva cerrada contenida
en S puede contraerse de manera continua a un punto, sin salir del
conjunto S.

Ejemplo 2.1.8. Cualquier disco abierto B(zg, €) es una region simple-
mente coneza. Una corona circular {z € C | a < |z — 2| < b}, donde
a, b son reales tales que 0 < a < b, es una region que no es simplemente
conexa.
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2.2. Sucesiones y series complejas

2.2.1. Sucesiones

Una sucesion compleja es una funcion de los niimeros naturales en
los complejos:
N— C:nw— z(n) = z,.

Una sucesion se denota {z,},, o de manera simple {z,}. Los indices
n se pueden tomar desde 0 o desde 1, segin convenga.

Una subsucesion de una sucesion compleja {z,} es una sucesion
“contenida” en ella {z,, }» con la condicion de que si j < k entonces
n; < ny. Esto corresponde a componer la sucesioén, en tanto funcion,
con una funcién estrictamente creciente de ntimeros naturales N —

N.

La nocién més importante en el estudio de las sucesiones es la de
convergencia.

Definiciéon 2.2.1. Una sucesion compleja {z,} converge si eziste un
numero complejo z € C tal que para cualquier € > 0 (real) existe
N € N tal que para cada n > N se tiene:

|z, — 2| < e.

Es decir, z, € B(z,¢€) salvo para un namero finito de indices. En
caso contrario, la sucesion diverge.

Proposicion 2.2.1. En la definicion anterior el complejo z, si existe,
es unico y se llama el limite de la sucesion. En ese caso se escribe:

z = lim z,.
n—oo

Proposicion 2.2.2. Toda sucesion que converge es acotada, esto es,
existe M > 0 (real) tal que |z,| < M para todo indice n.
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Al revés, como se vera en los ejemplos, no toda sucesion acotada
converge.

Proposicion 2.2.3. Si la sucesion compleja {z,} converge a z, enton-
ces toda subsucesion {zn, }r también converge, y su limite es el mismo
z.

Proposicion 2.2.4 (Linealidad). Si las sucesiones complejas {z,},
{w,} convergen entonces para cualesquier complejos a,b € C la suce-
sion {az, + bw,} también converge, y ademds se tiene:

lim (az, + bw,) = a lim z, +b lim w,.
n—00 n—00 n—00

Supoéngase ahora que para cada indice n se tiene z, = x,, + 1y, con
Tn, Yn € R reales, esto es, x, = Re(z,) v ¥y, = IM(z,).

Proposicion 2.2.5. La sucesion compleja {z,} converge si y solo si
sus partes real {x,} e imaginaria {y,} convergen como sucesiones
reales, y en ese caso se tiene:

lim z, = lim z, +¢ lim y,.
n—oo n—o0 n—oo

Demostracion. En un sentido, esto es consecuencia de las desigualda-

des:

2 — 2] = Rz, — 2)] < |20 — 21,

|yn _y| = |3m(zn - Z)| < |Zn - Z|'

En el otro sentido, es consecuencia de la linealidad de los limites,
expresada en la afirmacion anterior. O

Proposicion 2.2.6. Supdngase que la sucesion compleja {z,} conver-
ge a z.

1. La sucesion (real) {|z,|} converge a |z|.

2. La sucesion (compleja) {Z,} converge a Z.



Capitulo 2 - Nociones métricas y topoldgicas 47

Demostracion.
1. Porque ||z,| — |2]| < |z, — 2.
2. Yaque |z, — Z| = |z — 2| = |20 — 2| O

Ejemplo 2.2.1. La sucesion compleja {%ﬂ} converge a 0.

Ejemplo 2.2.2. Para un nimero complejo fijo ¢ € C se considera
la sucesion {c"}. Si|c| < 1, la sucesion converge a 0; si |c| > 1, la
sucesion diverge porque no es acotada.

Ejemplo 2.2.3. Se observa que la sucesion {i"} = {i°% ', ...} =
{1,i,—1,—4,1,i,—1,—i,... } no converge, aunque es acotada. S7 tie-
ne subsucesiones que convergen, por ejemplo {z’4k} que es la sucesion
constante 1.

Ejemplo 2.2.4. La sucesion {%} converge a 0, aunque ningun tér-
mino de la sucesion es igual a 0.

Ejemplo 2.2.5. Se considera la sucesion compleja {z,} definida por:

ik _
P stn = 2k;
0 sin=2k+ 1.
Esto es, {z,} = {0,1,0, —%, 0, —%, 0, i, 0,...}. Esta sucesion converge

a 0 y toma este valor infinitas veces.

En el plano complejo, diversas nociones topologicas se pueden ex-
presar mediante la convergencia de sucesiones. Por ejemplo, para cual-
quier conjunto A de ntimeros complejos se tiene que un complejo z
pertenece a su adherencia, z € A% si y solo si existe una sucesion de
elementos de A que converge a z. En consecuencia, un subconjunto C'
de niimeros complejos es cerrado si y solo si es cerrado para limites en
el siguiente sentido: si {z,} es una sucesion de elementos de C, esto es

zp, € C para cada indice n, y ademés z = lim z,, entonces z € C.
n—oo

Por otro lado, un subconjunto K de ntimeros complejos es compac-
to si y solo si toda sucesion de elementos de K tiene alguna subsucesion
convergente.
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2.2.2. Series

De manera intuitiva, una serie es una suma infinita:
21+Z2+23+Z4+...
Para formalizar esta idea, se definen las sumas parciales de una
sucesion:
S51 =2
So = 21+ 29
S3 =21+ 29+ 23

S4 =21+ 22+ 23+ 24
Sp = Sp—1 1 2n

Tal sucesion de sumas parciales puede o no converger.

Definiciéon 2.2.2. Una serie de niimeros complejos converge si existe
el limite de la correspondiente sucesion de sumas parciales, que en ese
caso se llama la suma de la serie y se denota:

oo
g 2.
n=0

En caso contrario, la serie diverge.

o

Proposicion 2.2.7. Si la serie compleja E zn converge entonces
n=0

lim z, = 0.

n—oo

Proposicion 2.2.8 (Linealidad). Si las series Zzn, an conver-

n=0 n=0
o
gen entonces, para complejos a,b € C, la serie Z (az, + bw,) con-
n=0

verge y ademds se tiene:

(az, + bw,) = aizn + biwn.
n=0 n=0

[ee]

n=0
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Como antes, sean =, = Re(z,) y ¥, = Im(z,) para cada n.

Proposicion 2.2.9. La serie compleja E Zn converge st y solo si sus

n=0
o o

partes real E T, € 1Mmaginaria E Yn convergen como series reales, y
n=0 n=0
en ese caso se tiene:

(o) o0 o
E Zn = E Ty, +1 g Yn-
n=0 n=0 n=0

o

Corolario 2.2.1. Si la serie compleja Zzn converge entonces la se-

n=0
)

rie conjugada E Z, también converge, y ademds:

n=0

oo oo
g Zn = g Zn-
n=0 n=0

En contraste con las sucesiones, la convergencia de una serie no im-
plica la convergencia de la correspondiente serie de valores absolutos,
como se vera en los ejemplos. La implicacién reciproca si es vélida, lo
cual constituye un primer criterio de convergencia.

Ejemplo 2.2.6 (Serie geométrica). Para un nimero complejo ¢ € C
fijo se considera la suma parcial:

A+ +E+E+

Como (1+c+cA+c+--4+c"(1—c) =1—c"" parac # 1
resulta:
1_cn+1
co+cl+02+c3+---+c”:1—. (2.1)
—c

Para |c| > 1, la sucesion {c"T'} diverge luego la serie también.

Cuando |c| = 1 no se tiene lim ¢" = 0, luego la serie diverge. Por
n—o0
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fin, si|c| <1 entonces lim ¢!
n— oo

En conclusion, para cada complejo ¢ € C con |c| < 1 resulta la serie
geométrica convergente:

= 0 luego la sucesion (2.1) converge.

o0 . 1
Se-t

En particular, por ejemplo, Z (%) - —1FO -

n=0

: . — " .
Ejemplo 2.2.7. Se considera g —. Esta serie converge porque:
n

n=1

.13

) RIS SRS S A S
“~n 1 2 3 4 5 6 7 7

1+1 1+ il 1+1 1+
=(—-—=+-—=+... | 1l—c+-—-+...
2 4 6 3 5 7

y estas dos series reales convergen porque son alternantes cuyas suce-
stones de valores absolutos son estrictamente decrecientes y convergen
a cero. Por otro lado, la serie de valores absolutos

=1
:;E

o0

>

n=1

i
n

diverge.

2.2.3. Algunos criterios de convergencia

Existen algunos métodos que permiten establecer la convergencia
de series.

Proposicion 2.2.10 (Convergencia absoluta). Dada la serie compleja

oo oo
E Zn, St la serie real de valores absolutos E |zn| converge entonces
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[ee]

también la serie E zn converge. En este caso, esta serie converge

n=0

absolutamente.

Como ya se observo, el reciproco no es cierto. Por otro lado, este
método se puede generalizar como sigue.

Proposicion 2.2.11 (Criterio de comparacion). Si se tiene |z,| < by,
o0

con b, > 0 para cada indice n, y ademds la serie real g b, converge,

n=0
o0

entonces la serie compleja E Zn converge absolutamente.
n=0

Proposicion 2.2.12 (Criterio del cociente). Supdngase que existe | =
l{m Zn+1

, en ese caso se trata de un numero real no negativo.
n—oo Zn

o0

= Sil <1 entonces la serie compleja Zzn converge;

n=0
o

= Si 1> 1 entonces la serie compleja ZZ” diverge.

n=0

Proposicion 2.2.13 (Criterio de la raiz). Supdngase que existe r =
3 n . .
lim \/|z,|, en ese caso se trata de un nimero real no negativo.

n—oo

o0

» Sir <1 entonces la serie compleja g Zn CcOnverge;

n=0
o

= Sir > 1 entonces la serie compleja Zzn diverge.

n=0
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2.2.4. Series de potencias

El estudio realizado con la serie geométrica se puede resumir como

sigue.
1

1—=2

si|z] < 1;

oo
> =

"0 diverge i |z| > 1.

En general, para un ntimero complejo fijo a € C, una serie de
potencias con centro a es una serie de la forma:

o
Z an(z —a)",
n=0

donde z € C se considera variable. En seguida, se plantea el problema
de establecer para cuéales valores de z la serie de potencias converge.

Proposicion 2.2.14. Si existe el limite

R = lim — : (2.2)
n—oo |an|
oo
entonces la serie de potencias Zan(z —a)" converge absolutamente
n=0
para todo z € B(a, R), es decir, tal que |z — a| < R.
Proposicion 2.2.15. Si existe el limite
a
R = lim |—|, (2.3)
n—oo an+1
o0
entonces la serie de potencias Zan(z — a)" converge absolutamente
n=0

para todo z tal que |z — a| < R.

El namero real no negativo R dado por (2.2) y (2.3) es el radio
de convergencia de la serie de potencias.
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Ejemplo 2.2.8. En el caso de la serie geométrica Z 2" se tienea =0

n=0
1
Yy a, = 1 para cada n. Es claro que R = lim —= = lim 1 =1, luego
n—00 \/I n—00

su radio de convergencia es 1.

Ejemplo 2.2.9. Para la serie an" se tiene a = 0, a, = n, luego

n=0
1
el radio de convergencia es R = lim " lm T =1
nooomn 41 nooo ]+ -

o n 1
Ejemplo 2.2.10. Para la serie Z Z esa=0 y a, = —, de donde
— n! n!

1
, = . (n+1)! ,
R = lim ’}! :hmu:hmn—klz—koo,

es decir, esta serie converge absolutamente para todo nimero complejo
z e C.

Ejercicios para el capitulo 2

2.1. Dé ejemplos de una familia de abiertos del plano complejo
C cuya intersecciéon no es abierta, y de una familia de cerrados cuya
union no es cerrada.

2.2. a) Muestre que (A U B)¥h = Aadh j Badh para cualesquier
subconjuntos A, B C C del plano complejo.

b) Dé ejemplos de subconjuntos A, B C C del plano complejo
tales que (AN B) £ Aadh n padh,

2.3. Muestre que si un subconjunto A C C del plano complejo es
conexo entonces su adherencia A" también es conexa.
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2.4. Pruebe que un complejo z € C pertenece a la adherencia de
un subconjunto A C C si y solo si existe una sucesion de elementos de
A que converge a z.

2.5. Verifique las expresiones siguientes de la serie geométrica.

! 0]

1 a at b
a) pr nz:(—l) il ) para |z| < al’

o0

1 1 L1,
b) = a)(z=1) = Z (—an - _a”+1) 2", para |z| <
n=0
min{|al, [b[}.

oo

©) —bizzzm@—a)”, para |z —a| < [b—al.

n=0

2.6. Encuentre el radio de convergencia de las siguientes series de
potencias:

a) Zn”z” b) Z%z” c) Z%z”
n=0 n=0
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Capitulo

Funciones de variable compleja

A fin de construir un adecuado acervo de ejemplos, en este capi-
tulo se estudian las funciones basicas en los niimeros complejos. Se
hace énfasis especial en su comportamiento geométrico, pues deben
entenderse como transformaciones del plano.

3.1. Funciones elementales

3.1.1. Nociones generales

Una funcion de variable compleja esté definida en un subconjunto
D de niimeros complejos y toma valores en los niimeros complejos. De
manera simbolica, es una funcién

f:DCC—C.
Si la variable es z = x + yi entonces la parte real e imaginaria de

la imagen f(z), consideradas como funciones reales de dos variables

Introduccién a las funciones de variable compleja
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reales, se denotan
u,v: D CR* — R,

de manera que f(z + yi) = u(x,y) +iv(x,y), ver Figura 9.

Figura 9: Representacion de una funciéon compleja

N

C C |
o ’ f(z) =u+iv
5 % = a8 4 Y =500 I i
E iyt---e® T z :
2 % s
—= -+ - £ + -
2, - o u
Eje Real o’ Eje Real

Las funciones de variable compleja no se pueden representar de
manera grafica como se hace con las funciones reales, luego su com-
portamiento geométrico se estudia mediante el efecto de la funcion
sobre ciertos subconjuntos, en especial sobre las rectas horizontales
y verticales. En las secciones siguientes se presentan las principales
funciones de variable compleja, cuyo conocimiento serd ttil en el de-
sarrollo del célculo diferencial e integral complejo.

3.1.2. La funcién lineal

Tomando el nombre del célculo real, una funciéon compleja lineal
tiene la forma f(z) = az + b donde a,b € C y a # 0. El dominio de
esta funcion es todo el plano complejo. Para su estudio se consideraran
varios casos.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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e f(z)=2z+0b

Este caso corresponde al valor ¢ = 1. Si b = ¢ + di entonces las
funciones componentes son u = = + ¢, v = y + d. La imagen de una
recta vertical z = p es la recta vertical v = p 4 ¢; la imagen de una
recta horizontal y = s es la recta horizontal v = s + d. La imagen de
cualquier figura es la misma figura, desplazada c¢ hacia la derecha (si
¢ > 0) y d hacia arriba (si d > 0), es decir, se trata de la traslacion
en el vector (¢,d) = b. Esta funciéon preserva las lineas rectas y los
angulos.

e f(z) =a1z con a1 €ER y a; >0

En este caso las funciones componentes son v = ayx, v = a1y.
La imagen de una recta vertical x = p es la recta vertical u = a1p;
la imagen de una recta horizontal y = s es la recta horizontal v =
ais. La imagen de un rectangulo, o de cualquier figura, se obtiene
multiplicando todas sus coordenadas por el mismo escalar a;. El efecto
geométrico es una homotecia centrada en el origen. Si a; > 1 se trata
de una dilatacién o ampliacion; si a; = 1, resulta la funcién idéntica; si
0 < a; < 1 se tiene una contraccién o reducciéon. Esta funcién también
preserva las lineas rectas y los angulos.

e f(z) =azxz con |az| =1

En su forma polar se tiene ay = cos a + i sen o para su argumento
a, de manera que las funciones componentes de f son u = xcosa —
ysena, v = xrsena + ycos «. Estas igualdades se pueden expresar de
manera matricial como sigue.

ul  [ecosa —senal [z
v| |sena cosa | |y

La matriz de esta transformacion lineal es una matriz de rotacion,
luego esta funcion corresponde a una rotacion alrededor del origen en
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un angulo o = Arg(as). Notese que si z = |z[(cos 0 + isen f) se tiene
lo siguiente.

f(2) = agz = (cosa + isena)|z|(cosd + isend)
= |z|(cos @ +isenf)(cosa +isena)

= |z|(cos (0 + @) +isen (0 + ))

Asi f(z) tiene el mismo valor absoluto que z y su argumento aumenta
en «. La imagen por esta funciéon de una linea recta es también una
linea recta, rotada un édngulo arg(as) respecto al origen, asi que esta
funcion preserva las lineas rectas y los angulos.

Combinando los anélisis de los casos particulares, la funcion lineal
f(z) = az + b corresponde de manera simultanea a una homotecia
con centro en el origen y factor |a|, una rotacion alrededor del origen
de dangulo Arg(a) y una traslacion en el vector b. La imagen por esta
funcién de cualquier recta siempre es una recta, y ella preserva los
angulos.

3.1.3. La funcién conjugado

La funcién compleja conjugado esta definida como f(z) = Z, su
dominio es todo el plano complejo y sus funciones componentes son

u = x, v = —y. La imagen de una recta vertical x = p es la misma
recta vertical u = p; la imagen de una recta horizontal y = s es la recta
horizontal v = —s. La imagen de cualquier figura es la misma figura

reflejada de manera horizontal en el eje real. Esta funcion preserva
todas las rectas y los angulos.

Combinando esta funcién con la anterior se obtiene el resultado
siguiente.

Proposicion 3.1.1. Las funciones complejas de la forma f(z) = az+b
y g(2) = az + b, donde a,b € C, dan cuenta de todos los movimien-
tos de la geometria euclidiana en el plano: reflexiones, traslaciones,
rotaciones y homotecias.
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3.1.4. La funcién cuadratica

El dominio de la funcién cuadratica f(z) = z? es todo el plano C.
Las funciones componentes son u = 22 — y?, v = 2xy, ver grafica en la
Flgura 10a y Flgura 10b La imagen de la recta vertical xt = a # 0
esu=a’— 5 = 4“4 2, esta es una parabola con el vértice (a?,0)
que se abre en el sentido negativo de u (“hacia la izquierda”) y corta el
eje imaginario en v = +2a?. De manera similar, la imagen de la recta
horizontal y = ¢ # 0 es u = % — = ”2;:‘%‘34, una parabola con el
vértice (—c?,0) que se abre en el sentido positivo de u y corta el eje
imaginario en v = £2¢?, ver la Figura 11a, y un rectangulo mediante
f(z) = 2? forma una figura en forma de hoja, ver la Figura 11b.
Se nota que, aunque las rectas son perpendiculares, ambas parabolas

tienen como eje, el eje real.

Figura 10: Partes imaginaria y real de la funciénf(z) = 22.

(a) Parte imaginaria de 2.
(b) Parte real de 2.

Figura 11: Imagenes de rectas y un rectangulo mediante la funciéon
flz) =22

(a) Recta horizontal y vertical (b) Recténgulo [0,1] x [-1,1]

e »
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Por otro lado, la imagen de la recta vertical x = 0 es la semirrecta
v = 0, u < 0, se nota que ambas semirrectas originales se “doblan”
una sobre la otra en una sola semirrecta imagen. La imagen de la recta
horizontal y = 0 es la semirrecta v = 0, u > 0; la imagen de la recta
diagonal y = z es la semirrecta u = 0, v > 0; la imagen de la recta

diagonal y = —x es la semirrecta u = 0, v < 0; en general, la imagen
de la recta y = mx con m # 1 es la semirrecta v = lfﬁgu donde u > 0

cuando |m| < 1y u < 0 cuando |m| > 1. En coordenadas polares, si
z = |z|(cos @ + isen ) entonces se tiene

f(z) = 2% = |z|*(cos 0 + isen #)® = |z|*(cos 26 + i sen 26).

Asi pues, por la funciéon cuadratica el valor absoluto se eleva al
cuadrado y el argumento se duplica, es decir, esta funcion envuelve
el plano dos veces sobre si mismo alrededor del origen. Contrario a la
funciéon cuadratica real, la funcion cuadratica compleja es sobreyectiva:
el origen es imagen solo de si mismo mientras todo punto distinto del
origen es imagen de exactamente dos niimeros complejos, a saber, sus
dos raices cuadradas.

De manera similar se puede estudiar el comportamiento geométrico
de cualquier funcion potencia f(z) = 2", que envuelve el plano n veces
sobre si mismo alrededor del origen.

3.2. Las transformaciones de Mobius

3.2.1. Funciones racionales

Una funcion racional es el cociente de dos polinomios:

p(Z) a0+a12+a222—|—...+amzm

r(z) = =

q(z2) bo+ b1z +byz2 + -+ b2
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Aqui ¢(z) # 0, es decir, al menos uno de los coeficientes b; es
diferente de cero. El dominio de esta funcién r(z) es todo el plano
excepto los finitos puntos 2 en los cuales g(zy) = 0, esto es, las raices
del denominador, que son a lo mas n.

Un caso particular es la funcién inverso multiplicativo que se estu-
diara en seguida. Otro caso especial, un poco mas general, es la funcion
racional cuyo numerador y denominador son ambos de grado menor
o igual a 1. De manera explicita, se trata de una funciéon s definida

€como
az+b

5(z) = cz+d
donde a, b, ¢, d € C son nimeros complejos fijos y ¢, d no son a la vez
cero. Cuando ¢ = 0 se tiene s(z) = 2z + 2, y se trata de una funcién
lineal. Cuando ¢ # 0, resulta

az +b %(cz%—d)—f—b—%d a ad—bc
s(z) = = = -

cz+d cz+d ¢ clez+d)

Asi pues, si ad — be = 0 entonces s es una funciéon constante (a saber,
% cuando c# 0y g en caso contrario). El caso mas interesante ocurre
cuando ad — bec # 0, que son las llamadas transformaciones de Mobius
que se estudiaréan luego.

3.2.2. La funcién inverso multiplicativo

La funcién inverso multiplicativo esta definida como

Su dominio es la region D = C — {0} de todos los complejos no
nulos. Las funciones componentes son u = ﬂmTyZ yU= —ﬂyTyQ, ambas
tienen como dominio el plano excepto el origen R? — {(0,0)}. Si z =
|z|(cos 0 4 i sen #) entonces

1 1 1
flz)=-= —l(cos (—0) + isen (—0)) = —(cosf — isen®).

z |z ||
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El efecto geométrico de esta funcion es una reflexion en la circun-
ferencia unidad S seguida de una reflexion en el eje real.

1

Se nota que en este caso u? + v? = de manera que también

x2+y27
2,,2 1 . . _ 2.2\ _ _u
YT = e Por una parte, esto implica que x = u(z*+y*) = et
Yy = ——+— lo cual muestra, de otra manera, que esta funcion es
us+v ’ ’

igual a su propia inversa. Por otro lado, la imagen de la recta vertical

— _ a _ 2 2 2 2 _ u
x—a%Oesu—W—a(u—l—v),dedondeu—|—v—E,esto
12 2 1 : . 1
es (u — %) +v® = 13, esta es una circunferencia con centro (%7 O)

. 1 .
y radio 5-, de manera que pasa por el origen aunque este punto no
pertenece al recorrido de la funcién. En la Figura 12 se muestran la
recta y su imagen en un mismo plano.

1
Figura 12: Imagen de una recta por la funcion f(z) = —
z

3.2.3. Transformaciones de Mobius

Definiciéon 3.2.1. Una transformacion de Mobius es una funcion de
variable compleja S definida como:

az+b
S(z) = cz+d’

donde a,b,c,d € C son numeros complejos fijos tales que ad — bc # 0.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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El dominio de esta funciéon es la region D = C — {—%} cuando
¢ # 0, y todo el plano complejo en caso contrario. Como ejemplo,
ya se observo que toda funciéon lineal es una transformacion de Mo-
bius, cuando ¢ = 0. La funcién inverso multiplicativo también es una
transformacion de Mébius, cuando a =d =0y b= ¢ # 0.

Proposicion 3.2.1. Toda transformacion de Mdbius o es una fun-
cion lineal o es la compuesta de una funcion lineal, la funcion inverso
multiplicativo y otra funcion lineal, en ese orden.

Demostracion. Si ¢ = 0 se tiene una funcion lineal. Si ¢ # 0 entonces

(bc—ad) 1 a az+b

+—=—
cz+d ¢ cz+d

z—>cz+d—

cz+d c

y la transformacion de Md&bius es la compuesta indicada. O]

Asi pues, segun el analisis geométrico de las funciones lineales y la
funcion inverso multiplicativo, la imagen de una recta o una circun-
ferencia por cualquier transformacion de Mdbius es una recta o una
circunferencia. Por ejemplo, la célebre transformacion de Cayley es la
transformacion de Mébius

zZ—1

Clz) = zZ+1

que tiene como caracteristica peculiar que transforma el semiplano
superior Jm(z) > 0 en B(0, 1), el interior del disco unitario |z| < 1
(véaase el ejercicio 3.6).

Proposicion 3.2.2. Si todos los coeficientes de una transformacion
de Mdébius se multiplican por una constante no nula, la funcion no
cambia.

Demostracion. Pues para A # 0,

Aaz +Ab Aaz+0b) az+b
Aez+Md AMez+d)  cz+d
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Corolario 3.2.1. En una transformacion de Mdbius puede tomarse
ad — bc = 1.

Demostracion. Basta multiplicar todos los coeficientes de la transfor-

macién dada por
1

Vad — bc

Ol

Proposicion 3.2.3. FExcepto la funcion idéntica, una transformacion
de Mobius tiene a lo mds dos puntos fijos.

Demostracion. La ecuacion S(z) = z equivale a
>+ (d—a)z—b=0.

Si ¢ # 0, esta es una ecuacion cuadratica que, en los complejos, tiene
una o dos soluciones; si ¢ = 0 pero a # d entonces es una ecuacion
lineal con una tunica solucién; por fin, si ¢ = 0 y a = d entonces la
ecuacion se reduce a —b = 0, que no tiene solucion si b # 0 y que tiene
infinitas si b = 0. En este ultimo caso la transformacion de Mobius es
S(z) = z. O

En consecuencia, por ejemplo, la funciéon conjugado no es una
transformacion de Mobius, porque no es la funciéon idéntica y tiene
infinitos puntos fijos, a saber, todos los reales.

Proposicion 3.2.4.

1. La compuesta de dos transformaciones de Mobius es una trans-
formacion de Mobius.

2. Toda transformacion de Mobius es biyectiva, y su funcion inver-
sa también es una transformacion de Mdbius.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Demostracion.

b
1. La compuesta de S(z) = az—td y T(z) = az i? o5
Ccz Yz

(acx +bd)z + (af + b6)
(ca+dvy)z + (cf + db)

ST(z) =

az+b 0 dz—b
_ _ 8z—0 0
cz—f—dess (2)

—cz+a
Corolario 3.2.2. Las transformaciones de Mobius constituyen un
grupo con la composicion.

2. La inversa de S(z) =

Se nota que la composicion de transformaciones de Mobius co-
rresponde al producto matricial, y que el determinante del producto
es el producto de los determinantes. Por otro lado, la funcién inver-
sa también corresponde a la inversa matricial. Asi se observa que el
grupo de transformaciones de Mébius es isomorfo al grupo lineal es-
pecial SLy(C) constituido por todas las matrices complejas 2 x 2 con
determinante 1.

3.3. La funcién exponencial

Del calculo real recordamos las siguientes expresiones en series de
potencias para las funciones bésicas.

oo
e’ = E
n=0

n

| 8

! (3.1)

3

e 2n+1 > m2n

senz = Z(—mm cosz = Z(—mm (3.2)

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Segun los resultados de la seccion 2.2.4, si la serie (3.1) se considera
en los nuimeros complejos entonces ella converge absolutamente en
todo el plano, lo cual determina una funciéon de variable compleja.

Definicion 3.3.1. La funcion exponencial compleja e : C — C :
z — €% estd dada por la serie de potencias:

= % (3.3)

Walter Rudin consideré que “esta es la funcién mas importante en
matematicas” (ver [4, p. 1]).

Proposicion 3.3.1.

1. La exponencial compleja generaliza la exponencial real: si x €
R entonces la exponencial compleja e* coincide con la funcion
exponencial real e*.

2. e =1.

3. et = e*e?, para todo z,w € C.

Demostracion. Solo se probara la tercera, que es una consecuencia de
las propiedades de las series.

ey zn.z()
N D) Preamn z DR

l_
no]o(”J —

(véase el teorema 3.50 del libro |3, p. 74]). O

Si z = x + 1y entonces por la proposicion se obtiene:

ez — er+zy — ewezy’
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donde e” es la funcion exponencial real. ;Qué es ahora e? siendo y un
nimero real? Por definicién se tiene lo siguiente:

=3 Gyt (igyt 4 B2y W02 G2,

2 4 6 3' 5 7
(1_y_+y__y_+ )H-(y_y_ﬁ__h )

2 4! 6! 3! 5! 7!
e 2n+1
n y
N Z<_ ) 2n+ @2n+1)!
n=0

= cosy +iseny.

Esta notable igualdad, véilida para todo y € R, se conoce como férmula
de Fuler: A
e = cosy +iseny. (3.4)

Ahora la forma polar de un nimero complejo se puede expresar
de manera justificada como z = re?, siendo r = |z| y 8 = arg(z).
Un caso muy especial se obtiene para y = 7, pues entonces €™ =
cosm+isenm = —1+ 01 = —1, es decir,

e +1=0.
Esta expresion ha sido reconocida como “el teorema mas bello” en
matematicas.
Combinando los resultados anteriores se obtiene
e =e"(cosy + iseny),

de manera que las funciones componentes de la exponencial son u =
ecosy v v = e“seny. Con esta descripciéon también se pueden de-
mostrar las propiedades enunciadas antes, por ejemplo si z = = + 1y,
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w = u + v entonces:
e“e” = e”(cosy +iseny)e*(cosv + isenv)
= e”e"(cosy +iseny)(cosv +isenv)

=" (cos (y +v) +isen (y + v))
_ patu)tio)

_ €(x+1y)+(y+w) .

A partir de estas propiedades, por cualquier camino se pueden
demostrar muchas otras.

Proposicion 3.3.2. Para todo z,w € C:

4. efe = 1.

5. €* # 0 para todo z € C.

1

6. —=¢"
€Z

7. e =¢*

8. e =¢" siy solo st e~ = 1.
9. ¢ =1 si y solo st z = 2kmi para algun entero k € 7.

10. e* = ¢eY si y solo st z = w + 2kmi para algin entero k € Z.

De esta manera, la funciéon exponencial es periddica con periodo
271, esto es, sus valores se repiten en franjas horizontales del dominio
con ancho 27. Esto representa una primera diferencia fundamental con
la funcién exponencial real.

La imagen de la recta vertical x = a por la funcién exponencial
compleja es e*(cosy + iseny), y € R, que es una circunferencia con
centro el origen y radio e®. Para los distintos valores reales de a se ob-
tienen todas las circunferencias con centro el origen y radio positivo.
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Para una recta vertical fija, la imagen de cualquier segmento de longi-
tud 27 recorre la circunferencia una vez, asi que la recta completa la
describe infinitas veces. Por su parte, la imagen de la recta horizontal
y=cese’(cosc+isenc), r € R, que es una semirrecta que parte del
origen (sin incluirlo) ver la Figura 13. Se nota que cualquier recta
y = ¢ + 2km describe la misma semirrecta. La imagen de una recta
diagonal es una espiral logaritmica.

Figura 13: Imégenes de rectas por la funcion f(z) = e*

()= ¢

A /\\

y

A partir de aqui se puede determinar la imagen de diferentes sub-
conjuntos del plano, por ejemplo, la imagen de la region determinada
por x < 0, —7m < y < 7 es el disco abierto de radio 1 sin el origen,
esto es 0 < |w| < 1. En conclusion, podemos pensar que la funcion
exponencial compleja pliega el plano sobre si mismo infinitas veces.
Esta funcion no es inyectiva ni sobreyectiva, y toma todos los valores
excepto el cero.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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3.4. Las funciones trigonométricas

A partir de la formula de Euler (3.4), obtenemos las siguientes
igualdades, validas para todo y € R:

e = cosy + iseny,
e~ = cosy — iseny.

La solucién de este sistema es:

e + e W e —e~W

cosy:T, seny = 2
1

(3.5)

Estas igualdades se toman como definiciéon de las funciones trigo-
nométricas complejas.

Definiciéon 3.4.1. Para cada nimero complejo z, se definen las fun-
CIOMES Seno Y coseno como:

eiz _ e—iz eiz + 6—iz
Senz = ———— COSZ2 = —————
20 2

Las demds funciones trigonométricas se definen de la manera usual.

A partir de la definicién de la funciéon exponencial como serie se
obtienen las expresiones:

0 2n+1 o0 2n
sen z = HE_:O(— ) i) cos z = nE_:O(—l) 2

Estas series, que convergen en todo el plano complejo, también se
habrian podido tomar como definicion de las funciones trigonométricas
complejas, generalizando asi las series de potencias reales.

Tomando z = x + y7 se tiene:

e = e Y = ¢ Y(cosx + isenz),

e =e"""" =¢eY(cosx —isenx).
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se e’ +1co e
ne(——— 1coST | ————
2 2

= sen z cosh y + i cos z senh y,

ey+€_y . ey_e_y
COS zZ = COS T T +1senx T

= cosx coshy — isen xsenhy.

Luego:

sen z

Se obtienen asi las funciones componentes de las funciones trigonomé-
tricas.

Teniendo en cuenta que senh 0 = 0y cosh0 = 1, cuando z = x + 0z
es real, en las funciones componentes se obtiene:

sen z = sen x cosh 0 4 7 cos x senh 0 = sen z,

cosz = cosxcosh O — isenxzsenh 0 = cos z.
Esto demuestra el hecho siguiente.

Proposicion 3.4.1. Las funciones trigonométricas complejas genera-
lizan las trigonométricas reales.

En consecuencia se tienen, por ejemplo, los valores siguientes.

sen0 =20 sengzl senmt =0 sen2m =0
cos0=1 cosg:() cosm = —1 cos2m =1

A partir de la definicion se obtienen de inmediato las siguientes iden-
tidades.

Proposicion 3.4.2. Para cada numero complejo z € C se tiene:

1. sen?z + cos?z = 1,

2. sen(—z) = —senz y cos (—z) = cos z.
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Demostracion.

iz —iz\ 2 iz —iz\ 2
9 9 e —e e’ +e
sen“z + cos“z = e — + | —
21 2

e2iz -9 + e—2iz eQiz + 2 + €—2iz

= — =1.
4 + 4
2.
e~ % _ eiz e* — o2
sen (—z) = , =— , = —sen z;
T
cos(—z) = c 2+€ = +2€ = COS 2. O

De manera similar, haciendo las cuentas con las definiciones, se
obtienen las siguientes identidades que generalizan las usuales.

Proposicion 3.4.3. Para cualesquier nimeros complejos z,w € C se
tiene:

1. sen (z + w) = sen z cos w + €os 2z sen w;

2. cos (z + w) = cos z cosw — sen z sen w.

Reemplazando en los valores indicados en la proposiciéon 3.4.3
se obtienen otras identidades.

Corolario 3.4.1. Para cada nimero complejo z € C se tiene:

1. sen (z + 27) =sen z, cos (z + 2m) = cos z;
2. sen(z+ §) =cosz, cos(z — §) = sen z;

3. sen2z = 2sen 2 cos 2, cos 2z = cos’z — sen’z.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Por fin, se buscan las raices de las funciones trigonométricas, que
resultan ser todas reales.

Proposicion 3.4.4.

1. senz =0 si y solo st z = km para algin k € Z;

2. cosz =0 si y solo si z = 5 + km para algin k € Z.

Demostracion.

iz i
—e

1. Por definicion, senz = 0 si y solo si “—;
e —e®=0,siysolosie™ =e¢e* siysolosil =e
2iz = 2kmi para algtn k € Z, si y solo si z = k.

- z . .
= = 0, si y solo si

2z :
, sy solo si

2. Ahora, por (2) del corolario 3.4.1, cos z = 0 si y solo si sen (z+
) = 0, si ysolosiz+ 5 = k'm para algin k' € Z, si y solo si

3
z2=754 (K —1)m, siysolosi z= 7 4 km para algtn k € Z. O

En conclusion, las funciones trigonométricas basicas son periddicas
con periodo 27, sus valores se repiten en franjas verticales del dominio
con ancho 2.

Por (2) del corolario 3.4.1, para analizar la geometria de las
funcioines trigonométricas basta estudiar una sola funciéon. La imagen
de la recta vertical x = a por la funciéon seno es aquella rama de
la hipérbola con centro el origen y focos +1 que corta el eje real en
sen a; la imagen de la recta horizontal y = ¢ por la misma funcién es
una elipse con centro el origen, focos +1, cortes con el eje horizontal
4 cosh ¢ y con el eje vertical +senh c. ver la Figura 14.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Figura 14: Iméagenes de rectas por la funcion f(z) = senz

f(z) =sen z

A /\\ A

senh ¢

>
cosh ¢
a sen a

3.5. El logaritmo complejo

Consideremos el problema de encontrar un nimero complejo w € C
tal que:
e’ =14 iV3.

Siw = wu+ vi, esto se traduce como:

e"(cosv +isenv) = 2 <Cosg + isen g) :

Esta ecuacion se resuelve tomando e* = 2 (esto es, u = In2) y
v = %, de manera que una solucién es w = In2 + %’ Pero también se
puede tomar cualquier otro argumento que difiera de 3 en un multiplo
entero de 27, de manera que hay infinitas soluciones que se pueden
expresar como:

w:ln2+i<§+2k7r), keZ.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Proposicion 3.5.1. Para cualquier nimero complejo no nulo z € C,
z # 0, la solucion general a la ecuacion e® = z es:

w = In |z| + i (Arg(z) + 2km),
donde k € 7.

Escogiendo el valor principal se obtiene una funcién compleja.

Definiciéon 3.5.1. Se define la funcion logaritmo principal para cada
z # 0 como:
Log z = 1In|z| + i Arg(z).

Asi, por ejemplo, Log (1 + 2\/3) =In 2+%i, Logi = %’ y Log(—1) =
.

Esta funcion es una inversa parcial de la funcién exponencial.

Proposicion 3.5.2. Para cada complejo z € C se tiene:

1. ef99% = 2 (si 2 #0),

2. Log (€*) = z + 2kmi, para algin k € Z.

Demostracion.

1. Por la definicién 3.5.1

eloss — elnlzl+iAre(z) — onlzl (cog Arg(z2) + isen Arg(z)) =

= |z| (cos Arg(z) + isen Arg(z)) = z.

2. Si z = o+ yi entonces e* = e”(cosy +iseny) de donde |e*| = e”
y Arg(e®) = yo con yop = y + 2km, aqui k € Z es el tnico entero tal
que —7 < yo < 7. En consecuencia, Log (e*) = In |e*| + i Arg (e*) =
Ine* +iyyo =z + (y + 2km)i = x + yi + 2kmi = z + 2kmi. O

Introduccion a las funciones de variable compleja
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. . 1, 3mi
En el segundo caso no siempre es k£ = 0, por ejemplo Log <ez+ 2 ) =

% — %. La prueba de las identidades siguientes es similar.

Proposicion 3.5.3. Para nimeros complejos no nulos z,w # 0 se
tiene:

1. Log (zw) = Log z + Logw + 2kmi, para algin k € Z,

2. Log ( ) = Log z — Logw + 2kmt, para algin k € Z,

SARS

3. Log (z") = n Log z + 2kmi, para algin k € Z.

En el primer caso no se tiene siempre k = 0. Por ejemplo:

{LOQ [(—=1)i] = Log(—1i) = — =,

de manera que Log [(—1)i] # Log (—1)+ Log . Por otro lado, respecto
al ultimo caso, por ejemplo:

Log (—1)*> = Log1 =0,
2 Log (—1) = 27,

ast que Log (—1)* # 2 Log (—1).

Con la ayuda del logaritmo, se pueden definir potencias complejas
arbitrarias.

Definiciéon 3.5.2. Para cualesquier nimeros complejos z,a € C, con
z # 0, se define:

20 — eaLogz.

Por ejemplo: i = eflosi — (%) — ¢=5 — Ze se nota que i’ € R.
Las propiedades del logaritmo determinan algunas propiedades de las
potencias.
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Proposicion 3.5.4. Para nimeros complejos no nulos z,w # 0, y
a,b € C arbitrarios, se tiene:

a+b _ a b
1. 2977 = 292°,

a2kmi

2. (zw)* = 2w , para algun k € 7,

wa

3. (i) - (Z—> e ™ para algin k € 7Z,
w

4. (z“)b = %2k para algin k € Z.

Aunque la continuidad se definird més adelante de manera formal,
se entiende muy bien que en cercanias del eje real negativo el argu-
mento de los niimeros salta de —7 a 7, lo cual implica que la funcién
logaritmo principal es discontinua en ese eje. Para subsanar este in-
conveniente se tienen diferentes opciones.

Una posibilidad consiste en escoger otro rango para los valores del
argumento. En general, cada porcién que se escoja define una rama
del logaritmo.

Definicion 3.5.3. Un rama del logaritmo complejo es una funcion
continua L definida en una region (subconjunto abierto y conexo) del
plano que no contiene a 0 y tal que e**) = 2 para cada punto = de la
Tegion.

Por ejemplo, el logaritmo principal restringido al plano excepto el
eje real no positivo es una rama del logaritmo complejo. De nuevo, en
ninguna rama se cumplen de manera plena las propiedades esperadas
de los logaritmos.

Otra posible solucion consiste en sustituir las funciones por multi-
funciones o funciones multivaluadas, que a cada elemento asignan un
conjunto finito o infinito de imégenes y no un sélo elemento.
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Definicion 3.5.4. Se define la multifuncion logaritmo para cada z #
0 como
logz={Inl|z| +i (Arg z + 2km) | k € Z}

Asi, por ejemplo, log(—1) = {7m'+2k;m'} y logi = {% +2k:m'}. En
el resultado siguiente, las operaciones a la derecha de cada igualdad
se realizan entre conjuntos, como se acostumbra en algebra.

Proposicion 3.5.5. Para numeros complejos no nulos z,w # 0 se
tiene:

1. log (zw) = log z + log w,

2. log (%) = log z — logw,

3. log (z™) =nlog z.

La combinacién de las ideas anteriores dieron origen a las superfi-
cies de Riemann. Si se considera la rama L; definida con el argumento
en [0,27), esta funciéon coincide con el logaritmo principal Log en el
semiplano superior, pero en el semiplano inferior ellas difieren en 27i.
Podria considerarse un pegamiento en el semiplano superior y dos
hojas separadas en el inferior. Este proceso se puede repetir indefini-
damente, formando una superficie con forma de hélice o espiral infinita
de hojas superpuestas. Cada vuelta corresponde a aumentar en 27 el
argumento.

De manera mas técnica, se construye la superficie

= z z — an :jm(z>
R-{(,@)\ €C—{0},0 € R, tand %e(z)}.

Aqui 6 corresponde a un posible argumento de z y, segun el inter-
valo donde se encuentra, el punto se ubica en la hoja correspondiente
de la superficie R. Como siempre, la excepcion PRe(z) = 0 se considera

Introduccion a las funciones de variable compleja
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por aparte. En estas condiciones, la funciéon Li : R — C definida
como Lg(z,0) = In|z|+i0 es biyectiva, con inversa w — (", Jm(w)).

Se nota que, por un lado, se pegan las ramas del logaritmo en
una sola funcién; por otra parte, todos los valores de logz pueden
imaginarse como una torre de puntos superpuestos en la superficie,
uno en cada hoja, (ver la Figural5 que fue tomada de [5]).

Figura 15: Funciéon f(z) = log 2z

Ejercicios para el capitulo 3

3.1. Dado el triangulo con vértices 3+ 47, —3+44¢ y —5i, encuentre
su imagen por cada funcion y elabore un dibujo.

a) f(z)=2z—3+5i

Introduccion a las funciones de variable compleja
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b) f(z) = iz
c) f(z)=iz4+2—1i
d) f(z) =iz +2—i

3—4

) 1) = (257 ) e -4

3.2. Encuentre una funcién lineal f(z) = az + b con a,b € C tal
que la imagen de la circunferencia |z + 1| = 2 es la circunferencia
|w + i| = 3. Elabore un dibujo.

3.4. Muestre que la imagen de la recta y = x — ¢ (con ¢ € Ry
¢ # 0) por la funciéon cuadratica f(z) = z? es una pardbola que se
abre en el sentido positivo del eje v, esto es, “hacia arriba”.

3.5. Muestre que la imagen de la circunferencia con centro el origen
y radio r > 0 por la funcién inverso multiplicativo es la circunferencia

. 1 . . . .
con centro el origen y radio —. En particular, la circunferencia unidad
es un conjunto invariante bajo esta funcion.

z2—1

3.6. Exprese la transformacion de Cayley, C'(z) = 23, como com-

puesta de funciones lineales y la funcién inversa. A partir de ello, jus-
tifique que esta funcion transforma el semiplano superior en el interior
del disco unidad.

3.7. En cada caso, encuentre todos los valores de z tales que:

a) e¥ =1, b) &) =1, c) el =1.

3.8. Encuentre la imagen de la region 0 < x < m, y > 0, por cada
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una de las funciones siguientes.

a) f(z) = e”, b) f(z) = ie”.

3.9. Pruebe que:
e~ 17l < |e*|] < el#l

.,Cuando se tiene cada igualdad?
3.10. Muestre que para z = z + yi se tiene:
a) |sen z|? = sen?z + senh?y = —cos?x + cosh?y.

b) |cos z|? = cos®z + senh?y = —sen?x + cosh?y.

c) Concluya que |senz|? + |cosz|* > 1 para cada z € C.
;,Cuando se tiene la igualdad?

3.11. Demuestre que si |z| < 1 entonces |cos z| < 2.

3.12. Verifique las igualdades que siguen, para y € R:

a) sen(iy) = isenhy, b) cos(iy) = coshy.

3.13. En cada caso, encuentre Log z y log z.

e |
+ —=1.

V22

a) z=1+41, b) z=1—1, c)z=

3.14. Encuentre las partes real e imaginaria de los siguientes com-
plejos:

a) z° con x € R,z # 0, b) (iy)" con y € R,y # 0.
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3.15. Determine el valor principal de cada una de las siguientes
expresiones.

a) 3, b) (mi)°, c) (V3 +1)z.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Capitulo

Funciones holomorfas

Aunque las funciones de una variable compleja en realidad tienen
dos variables reales, su derivada se puede definir exactamente como
en el caso real, porque en los nimeros complejos existe la division. Sin
embargo, esto trae consigo consecuencias sorprendentes.

4.1. Limites, continuidad y la derivada compleja

Los limites de las funciones de variable compleja se definen como
en todos los espacios métricos.

Definicion 4.1.1. Sea f : D € C — C una funcion de variable
compleja, y sea p € D un punto adherente al dominio. Un nimero
complejo L es el limite de f cuando z tiende a p, si para cada € > 0
(real) existe 6 > 0 tal que para cada z € D:

si 0 < |z—p| <0 entonces |f(z) — L| < e.

Introduccién a las funciones de variable compleja
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En ese caso, se escribe L = lim f(z).
zZ—=p

Como en todo espacio métrico, en las funciones de variable comple-
ja el limite, cuando existe, es tnico. Ademés, de nuevo como en todo
espacio métrico, los limites se pueden definir en términos de sucesiones
convergentes.

Proposicion 4.1.1. Se tiene lim f(z) = L si y solo si para toda suce-
z—p

sion {z,} de elementos de D tal que lim z, = p se tiene lim f(z,) =
n—:00 n— 00

L.

El limite de la suma, resta, producto, cociente o compuesta de
funciones es la correspondiente operacion de los limites.

Proposicion 4.1.2. Los limites de las funciones de variable compleja
satisfacen las reglas algebraicas usuales.

Si la funciéon de variable compleja f tiene componentes u y v, esto
es f(z) =u(x,y) +iv(z,y) con u(x,y),v(x,y) € R, entonces el limite
de f existe en p =1 4 is si y solo si existen los dos limites reales

lim  wu(z,y) vy lim  v(zx,y).
(,y)=(r:5) (@9) (2,y)—=(r:5) (@9)

Estas son funciones reales de dos variables reales, y del célculo en
varias variables se recuerda que para la existencia de estos limites se
requiere que existan en todas las direcciones y maneras de acercamien-
to al punto. De la misma manera, si una funciéon de variable compleja
toma valores distintos por diferentes caminos de aproximacién a un
punto, entonces el limite no existe en ese punto.

Ejemplo 4.1.1.

Z|

1. No existe lim |— (como en las funciones reales).
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. , < ..
2. No existe hHé — (en el caso real es la funcion constante 1).
z—0 Z

3. No existe lim
z—0 z

a los numeros reales es la funcion constante 1).

(como antes, la restriccion de esta funcion

La nocién de limite permite expresar la continuidad de funciones.

Definiciéon 4.1.2. Una funcion de variable compleja f : D C C — C
es continua en un punto p € D del dominio si

lim f(=) = f(p).

zZ—p

Es decir, el limite existe y es igual al valor de la funcién en el punto.

Proposicion 4.1.3. La funcion f es continua en p si y solo si para
toda sucesion {z,} de elementos de D tal que lim z, = p se tiene
n—oo

lim f(z,) = f(p), es decir, si y solo si
n—0o0

f (h’m zn) — lfm f(zn).

n—oo n—oo

Por las propiedades de los limites se concluye de inmediato que la
suma, resta, producto, cociente y compuesta de funciones continuas
es continua. En consecuencia, una funciéon de variable compleja es
continua si y solo si ambas componentes son continuas.

Una funciéon es continua en todo un conjunto P C D si lo es en
todos los puntos p € P.

Ejemplo 4.1.2. Las funciones f(z) = |z|, f(2) = Z, f(z) = Re(z),
las funciones lineales f(z) = az + b, la funcion exponencial f(z) =
e* y las funciones trigonométricas seno y coseno son todas continuas
en cualquier punto del plano complejo. Las funciones racionales y las
demds funciones trigonométricas son continuas en todo su dominio.
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Proposicion 4.1.4. La funcion f es continua en el conjunto P si
y solo si para todo abierto U C C la imagen reciproca f~'(U) es un
abierto en P (esto es, es la interseccion de P con un abierto del plano).

Segin esta ultima proposicion, la continuidad definida correspon-
de a la nocién general de continuidad en topologia. Por lo tanto, los
resultados conocidos en esa disciplina se conservan, por ejemplo, la
imagen continua de un subconjunto compacto es compacta y la ima-
gen continua de un conexo es conexa.

La derivada compleja se define exactamente igual que la de las
funciones reales, esto se debe a que los nimeros complejos constituyen
un campo conmutativo, luego se pueden dividir los incrementos de las
variables.

Definiciéon 4.1.3. Una funcion de variable compleja f: D C C —
C es derivable en un punto z € D del dominio si existe el limite

complejo: .
et~ f)
h—0 h

que, en ese caso, se denota f'(z) y se denomina la derivada de f
en el punto z.

Se nota que la variable h es compleja, luego el limite debe existir
en cualquier camino de acercamiento a cero. Una manera alternativa,
pero equivalente, de definir la derivada en un punto zy € D es como:

f(z) — f(20)

lim ————.
zZ—20 Z— 20

Ejemplo 4.1.3.

1. La funcion idéntica f(z) = z es derivable en todo punto, con

f'(z) =1
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2. Cualquier funcion constante f(z) = c es derivable en todo punto,
con f'(z) =0.

3. Cualquier funcion lineal f(z) = az+b es derivable en todo punto,
con f'(z) = a.
4. La funcion cuadrdtica f(z) = 2% es derivable en todo punto, con

f(z) =2z.

5. Cualquier funcion potencia f(z) = 2", donde n es un entero
positivo, es derivable en todo punto, con f'(z) = nz""1.

Como en cualquier contexto donde se puede definir esta nocioén,
toda funcion derivable es continua.

Proposicion 4.1.5. Si la funcion de variable compleja f : D C C —
C es derivable en z € D entonces es continua en z.

Demostracion. Pues para h # 0 se tiene

f(z+h):f(z)+h[f<z+h}1_f(z)}.

Si la derivada existe, el limite del término derecho, cuando h tiende
a 0, existe y es f(2) (pues este valor es constante para h). O

Ejemplo 4.1.4. A partir de la definicion, y utilizando el ejemplo
4.1.1, se obtienen los hechos siguientes.

1. La funcion valor absoluto f(z) = |z| no es derivable en z = 0,
aunque es continua allf.

2. La funcion conjugado f(z) = Z no es derivable en punto alguno
del plano, aunque es continua en todos.

3. La funcion parte real f(z) = PRe(z) no es derivable en punto
alguno del plano, aunque es continua en todos.
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4. La funcion f(z) = |z]? es derivable en z = 0 y no es derivable
en punto alguno z # 0, si bien es continua en todo el plano
complejo.

Por la forma en que se define la derivada, todas las propiedades
algebraicas de la misma se conservan intactas en el caso complejo.

Proposicion 4.1.6. Sean f,g : D C C — C funciones de variable
compleja derivables en un punto z € D.

1. Para cada a,b € C la funcion af + bg es derivable en z, y
(af +bg)' () = af'(z) + bg'(2).
2. La funcion producto fg es derivable en z, y

(f9)'(2) = f'(2)g(2) + f(2)g'(2)-

3. Sig(z) #0, la funcion cociente S es derivable en z, y
g

(f)' (2) = f(2)9(2) — f(2)g'(2)

g l9(2)]?

La prueba es idéntica a la del calculo real.

Ejemplo 4.1.5.

1. La funcion inverso multiplicativo f(z) = % es derwwable en todo
punto z # 0, con f'(z) = —%.

2. Cualquier funcion potencia f(z) = 2", donde n es un entero
negativo, es derivable en todo punto z # 0, con f'(z) = nz""1.
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3. La funcion valor absoluto no es derivable en punto alguno, aun-
que es continua en todos. Por la definicion, se puede verificar que
no lo es en z = 0, véase el ejemplo 4.1.4; tampoco es derivable
en puntos z # 0 porque en ese caso, por la regla del producto,
la funcion |z|* seria derivable alli, contradiciendo el ejemplo
4.1.4.

Para concluir, se tiene la célebre regla de la cadena, que también
se demuestra igual que en el calculo real.

Proposiciéon 4.1.7. Sean f : D C C — C,g: FE C C — C
funciones de wvariable compleja tales que g es derivable en z € F,
g(z) € D y f es derivable en g(z). Entonces la funcion compuesta
fog es derivable en z, y

(fo9)'(z) = ['(9(2))d'(2).

4.2. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann

Supoéngase que la funcion de variable compleja f tiene componentes
reales de variables reales u, v, definidas en un abierto que contiene al
punto z = x + y1.

e Aproximaciéon por valores reales

Si h =t € R, como namero complejo es h = (¢,0), luego z + h =
(x,y) + (¢,0) = (z + t,y), de donde:

flz4+h) = f(z)  ulx+ty) +ivie+ty) — (ulz,y)+iv(e,y))
h t
U($+t,y)—U(ZC,y) v(x+t,y)—v(x,y)
/ e /
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Si f es derivable en z entonces ambos limites existen cuando ¢ tiende
a cero, y ademas:

v e uw@tty) —u(ry) o vty —u(ry)  du Ov
e =1 : T t R

De manera que u, v tienen derivadas parciales respecto a x, y ademés:

ou Ov Of
! —_ —_
f(z)78m+zaav ox’

e Aproximacion por valores imaginarios

Si h = ti con t € R, como numero complejo es h = (0,t), luego
z+4+h = (x,y+t) de donde:

fz4+h) = f(2)  wwy+t)+ivie,y+t)— (ulz,y)+iv(z,y))
h B it
_ ’U(ﬂ?,y + t) — ’l)(:l?,y) — 3 u(x7y +t) — U(fE,y)
t t
Si f es derivable en z entonces ambos limites existen cuando ¢ tiende
a cero, y ademas:

t) — t) — 0 0
t—0 t t—0 t dy Oy
De modo que u, v tienen derivadas parciales respecto a y, y ademas:

oy Ov Ou (0w Ov\ . Of
f(z)—ay zay— Z<8y+zay) Zay'

Asi se ha demostrado el siguiente resultado.

Proposicion 4.2.1. Si la funcion de variable compleja f = u +iv es
derivable en z = x + iy, entonces existen ambas derivadas parciales

de cada una de las funciones componentes u, v en (x,y) y ademds se
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

ou B ov ou ov

dr  dy oy Oz
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) . . af Of
Estas célebres ecuaciones se pueden resumir como e = —3 20 o)
4y )
. of Of
bien como —— = 7 —.
Y Ox

Ejemplo 4.2.1.

1. Si f(2) = 22, las componentes u = x* — y*, v = 2xy satisfacen
las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

2. Si f(2) = 22, las componentes u = x> — 3zy?, v = 32y — 3
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

3. Si f(z) = |2|* entonces u = 2> +y* yv =0 y las ecuaciones de
Cauchy-Riemann solo se satisfacen en (0,0). Es decir, fuera del
origen esta funcion no es derivable.

4. Si f(z) = Z entonces u = x, v = —y y no se cumplen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann en punto alguno, es decir, esta
funcion no es derivable.

5. Si f(z) = MRe(z) entonces u = x, v = 0 y esta funcion no
satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann (y, por lo tanto, no
es derivable) en punto alguno.

6. Si f(z) = z% entonces u = x° — y?> y v = —2xy. Las ecuaciones

de Cauchy-Riemann se cumplen si y solo si x =0 yy =0, es
decir, fuera del origen z = 0 esta funcion no es derivable. Para
la derivabilidad en el origen, es necesario retomar la definicion.

7. Si f(2) = 2Re(z) entonces u = x? y v = zy. De nuevo, para
z # 0 esta funcion no es derivable, y para z = 0 hay que volver
a la definicion.

Cuando una funciéon de variable compleja es derivable en un punto,
entonces cada una de sus funciones componentes tienen ambas deri-
vadas parciales y estas ademas satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann. Surge la duda sobre la validez de la implicaciéon reciproca:
si la existencia de las derivadas parciales y el cumplimiento de las
ecuaciones garantiza la derivabilidad en un punto.
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Ejemplo 4.2.2. Se considera la funcion de variable compleja:

5

z

— ) 0
Fe)=dp PO

0 stz =0.

Sus funciones componentes son:

u =

x® — 1023y? + Sayt o S5ty — 1022y + 9°
(22 + )2 LT T @y

Ahora, por ejemplo,

u(0+s,0) —u(0,0) _ u(s,0)

=1
S 5
0 0 0
luego a—Z(0,0) = 1. De forma similar 8—;6(0,0) =0, 8—;(0,0) =0y
0
—U(O,O) = 1. De esta manera, las derivadas parciales de v y v no

Ay
solo existen en z = 0, sino que ademds satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann en ese punto.

Pero f no es derivable en z =0, ya que

fO+h)—f(O) _ f(h) h> I

h R ATATTATE

y para h = t(cosO +isenf) cont > 0,t € R y 0 fijo se tiene:

' t*(cosO +isend)!
|t t4

= cos40 + i sen4b,

que depende del dngulo 6, luego el limite no existe cuando h tiende a

0.

Ahora se nota que para (z,y) # (0,0) se tiene, por ejemplo,

ou  (5z* — 302%y? + 5y*) (z* + y?) — (25 — 1023y? + Szy*)dx

or (22 + y?)?
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ou
luego para x = 0, y # 0 es — = 5, mientras que para todo y =

ox

0 resulta a_u = 1, el mismo valor que toma en (0,0). De donde la
x

u
derivada parcial — no es continua en el punto (0,0).

ox

El ejemplo anterior sugiere este resultado.

Proposicion 4.2.2. Sea f: D C C — C una funcion de variable
compleja con funciones componentes f = u + w. Si las derivadas
parciales de u, v existen todas y son continuas en alguna vecindad de
un punto (x,y) € D, y ademads satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann en ese punto, entonces la funcion f es derivable en z = x4yt

y ademds f'(z) = %(z)

Para la prueba se utiliza el hecho siguiente. En una funcién real f
de una variable, si es derivable en toda una vecindad de x entonces,
por el teorema del valor medio,

flz+s) - f(x)

rT+s—zx

= f'(x + \s)

para algun valor de A, con 0 < A < 1. De aqui se sigue f(x + s) —
f(x) = f'(x + As)s. Si, ademas, la derivada f’ es continua en x, sea
entonces E = f'(x + As) — f'(z), de manera que f(z + s) — f(x) =
(f'(z)+ E)s = f'(x)s + E's, con L%E = 0.

En el caso de una funcioén real F' de dos variables reales, el resultado
analogo es:

oF oF

para ciertos valores \, pcon 0 < A < 1, 0 < pu < 1. Si las derivadas
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parciales son ambas continuas en (z,y) entonces:

oOF OF
Flx+s,y+t)— F(z,y) = a—x(x,y)s + a—y(x,y)t+ Es+ Dt,

donde

Im E=0 y lim D =0.
(5,£)—(0,0) (5,6)—(0,0)

Demostracion. Si h = s + it entonces:

fzth) — )

h
:U($—|—8,y+t)—U(S,t)+ZU(.’L’+S,y+t)—U(S,t)
h h
Sz, y)s + Gu(zyt S y)s + Ge(xy)t Es+ Dt
= +1 +
h h h
_a@ys- gyt  G@ystg@yt  Es+ Dt
h h h
_8u( )s+it+,6’v( )s+it+Es+Dt
o TR T e YTy I
7@( )+@( )+E8—|—Dt
o Y T e\ B Y h

La primera igualdad se tiene por definicion; la segunda por el teo-
rema del valor medio y la continuidad de las derivadas parciales, aqui

ImE =0y limD =0, pues £ = F, + iF, mientras D = D, + iD,;
h—0 h—0

la tercera igualdad se tiene por las ecuaciones de Cauchy-Riemann en
el punto (z,y).

~ ~

E ~ E
Ahora como |s| < |h|, resulta 2ol < |E|, de donde lim ki 0,y
h—0 h
Dt
de la misma manera lim — = 0.
h—0

Asi, el limite existe y f/(z) = %(w,y) +i %(% y) = g_i -

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Ejemplo 4.2.3. Sea f(z) = Re?(2) +iIm?(2), esto esu = 2%, v = 3.
Las ecuaciones de Cauchy-Riemann solo se satisfacen en la diagonal
y = x, luego en esos (y solo en esos) puntos la funcion [ es derivable,
con derivada f'(z) = 2Re(z). Esto también se puede verificar con la
definicion.

Las componentes de la funcién exponencial compleja f(z) = €?
son u = e“cosy, v = e“seny. Estas funciones tienen sus dos derivadas
parciales continuas y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
luego la funcién exponencial es derivable con derivada

f'(z) = (¢*) = ecosy + ie"seny = €7,
como podia esperarse.

Proposicion 4.2.3. La funcion exponencial €* es derivable con deri-
vada €*.

En consecuencia, aplicando el algebra de las derivadas, se tiene

, iezz _ (_i)e—zz 2'67“2 + ,L'e—zz ezz + e—zz
= - = - = = COS 27
21 21 2

y de la misma manera (cos z)’ = —sen z.

(sen 2)

Proposicion 4.2.4. Las funciones trigonométricas son derivables y
(senz) = cosz, (cosz) = —senz.

Otra manera de obtener estas derivadas es observar que las com-
ponentes de cada funciéon trigonométrica satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann y sus derivadas son continuas.

4.3. Funciones holomorfas

Ahora se estudian funciones que no solo son derivables en un punto
sino en toda una vecindad.
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Definiciéon 4.3.1. Una funcion de variable compleja f : D C C — C
es holomorfa (también llamada analitica) en el punto z € D si es
derivable en z y en una vecindad abierta del mismo.

Es decir, f es holomorfa en z si existe ¢ > 0 (real) tal que f es
derivable en cada punto w € B(z,¢).

Ejemplo 4.3.1. La funcion inverso multiplicativo f(z) = % es holo-
morfa en todo punto z # 0. En efecto, tomando € = |z| > 0, la funcion
es derivable en todos los puntos del disco abierto B(z,¢), porque este
no contiene el origen.

Ejemplo 4.3.2. La funcion cuadrdtica f(z) = 2% es holomorfa en
z = 0 porque es derivable en cualquier disco B(0,¢), al ser derivable
en cualquier punto del plano. En realidad, esta funcion es holomorfa
en todo punto del plano.

Definiciéon 4.3.2. Una funcion de variable compleja f : C — C es
entera si es holomorfa en todo el plano.

Proposicion 4.3.1. Una funcion f : C — C es entera si y solo si
es deriwable en todo punto del plano.

Demostracion. Si f es entera, es holomorfa en cualquier punto y, en
particular, es derivable alli. En el otro sentido, si f es derivable en
todo punto entonces para cualquier punto z la funcién es derivable en
todo B(z, 1), luego es holomorfa en z. Siendo este punto arbitrario, f
es entera. O

Ejemplo 4.3.3. Cualquier funcion polinémica f(z) = ap+az+az2>+
<o 4 apz™ con a; € C es entera. La funcion exponencial e* y las
funciones trigonométricas sen z y cos z son todas enteras.

Ahora se consideran funciones que son derivables pero no holomor-
fas.

Ejemplo 4.3.4. La funcion f(z) = Re*(2) +iIm?(2), esto es u = 22,
v = 4%, es derivable en z = 0 pero no es holomorfa alli. En efecto,
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en cualquier vecindad abierta que contenga a B(0,¢) existen puntos en
los cuales f no es derivable, por ejemplo 2 = 5. De hecho, esta funcion
es derivable solo en los puntos de la recta y = = (véase el ejemplo
4.2.3), que no contiene ningin abierto, luego no es holomorfa en punto
alguno.

Ejemplo 4.3.5. La funcion f(z) = |z|* es derivable solo en el origen
z =0, luego no es holomorfa alli porque cualquier disco abierto B(0,¢)
contiene puntos diferentes de 0, en los cuales f no es derivable. En
realidad, esta funcion no es holomorfa en punto alguno.

Proposicion 4.3.2. Si la funcion de variable compleja f es holomorfa
en un punto z entonces lo es en todos los puntos de cierto disco abierto
B(z,e¢).

Demostracion. Al ser holomorfa en z, existe € > 0 tal que f es deri-
vable para cada punto de B(z,¢). Dado w € B(z,¢). como |[w—z| < ¢
se tiene § = ¢ — |w — z| > 0 y ademas B(w,d) C B(z,¢). Luego f es
derivable en B(w, d) y holomorfa en w. O

En primer lugar, esto implica que el conjunto de puntos en los
cuales f es holomorfa es un conjunto abierto, lo cual no se puede decir
del conjunto donde es derivable. Por ejemplo para f(z) = PRe*(2) +
i Jm?(2) el conjunto de puntos donde es derivable es la recta y = =,
que no es abierto; para f(z) = |z|* el conjunto de puntos donde es
derivable es el unitario {0}, que tampoco es abierto.

Para cualquier funcion de variable compleja f, sea Ef el conjunto
de puntos en los cuales f es derivable y Hy el conjunto de puntos en
los cuales es holomorfa.

Proposicién 4.3.3. Para cualquier funcion f se tiene Hy = (Ef)mt,
esto es, el conjunto de puntos donde es holomorfa es el interior del
conjunto donde es deritvable.

Demostracion. Ya se observo que Hy es un abierto, y esta contenido
en Ey. De esta manera Hy C (Ef)™. En el otro sentido, si z € (Ef)™
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entonces B(z,¢) C E para algtn € > 0, lo cual significa, precisamente,
que f es holomorfa en z, es decir, z € Hy. O

Por los resultados de la secciéon anterior, si una funcién de variable
compleja f = u + v es tal que sus componentes u, v tienen derivadas
parciales continuas en un disco abierto D(z,e) y que ademas cum-
plen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo ese disco, entonces es
derivable en el mismo y por lo tanto es holomorfa en z.

Para el reciproco, se utiliza el resultado siguiente cuya demostra-
cion aun no es accesible (véase el corolario 5.5.2).

Nota 4.3.1. Una funcion holomorfa en z tiene sequnda derivada en
z.

Esto no se cumple en general para funciones derivables, por ejemplo
la funcion f(z) = |z|? es derivable solo en z = 0, luego no tiene sentido
considerar la segunda derivada. Tampoco se cumple para funciones de
variable real, por ejemplo la funciéon real f definida como:

x? si0<ax <1,
f(z) = )

—x si—1<a<0,

es derivable en x = 0 y en todo el intervalo (—1,1), pero no tiene
segunda derivada en z = 0.

De esta manera, como la funcién holomorfa en el punto lo es en toda
una vecindad del mismo, en toda esa vecindad tiene sus derivadas par-
ciales continuas porque la funciéon derivada a su vez es derivable, luego
es continua. Ademas se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann
en toda la vecindad, al ser derivable la funcién en todos sus puntos.
De esta manera se demuestra el resultado siguiente.

Proposicion 4.3.4. Una funcion f = u+iv es holomorfa en un punto
z sty solo st las derivadas parciales de u y v existen, son continuas y
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en una vecindad de z.
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En particular, una funciéon de variable compleja f = u+iv es entera
si y solo si las derivadas parciales de u y v existen, son continuas y
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo el plano.

4.4. Funciones armonicas

Si u, v son las componentes de una funcién holomorfa entonces se
cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

ou Ov ou ov

or 9y’ Ay o
Por el hecho mencionado en la seccién anterior, estas derivadas par-

ciales a su vez son derivables con continuidad, de manera que se puede
intercambiar el orden de derivacién. Asi, pues:

Ou = O = O = _32u es decir @ + @ = 0;

0x?  OxOy Oydxr  Oy?’ o0z oy?
0% 9*u 9*u v , v 0%

= = — es decir, 0.

022~ owoy | Oyox 0y o2 T ap

De esta manera las componentes u, v satisfacen ambas, por aparte,
la siguiente condicion.

Definicién 4.4.1. Una funcion real F' de dos variables es armoénica
st es solucion de la ecuacidén de Laplace:

0*F  O*F
L% o
or?  Oy?

Ejemplo 4.4.1. La funcion F(x,y) = 2> —y? es armdnica; la funcion
F(z,y) = 2* + y? no es armdnica; la funcion F(x,y) = e®cosy si es
armonica.

Proposicion 4.4.1. Si f = u+iv es una funcion de variable comple-
ja holomorfa entonces ambas componentes u, v son funciones reales
armonicas.
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Ejemplo 4.4.2. Como f(z) = 2* es holomorfa, sus dos componentes
u = a®—3zy? yv = 32’y —y> son ambas funciones armdnicas. Lo mis-
mo se tiene para las funciones e*cosy, e*seny, componentes de la fun-
cion holomorfa exponencial. Por otro lado, la funcion compleja sen z
es holomorfa, luego sus componentes u = sen x cosh y, v = cos x senhy
son ambas armonicas.

Corolario 4.4.1. 5% una funcion real de dos variables no es armonica,
entonces no es la parte real ni tmaginaria de funcion holomorfa alguna.

Ejemplo 4.4.3. La funcion u = x* + y* no es la parte real ni ima-
ginaria de funcion holomorfa alguna. Lo mismo se puede decir de
UV = Sen T cos Y.

Si u es una funcién real armoénica, por las ecuaciones de Cauchy-
Riemann es posible encontrar otra funcién real v tal que f = u + w
es holomorfa.

ou

v
En efecto, a partir de la condicion — = — se obtiene:
Y x

v:/<%) dy + ().

Derivando respecto a la otra variable, y aplicando la otra condicion
de Cauchy-Riemann, resulta:

N Ty
oy Or Ox oz ) YT

con lo cual se puede determinar la funciéon .

0
2 g2, es—u:2a:

ox

Ejemplo 4.4.4. Dada la funcion armonica v = x

luego:
v = /Qxdy = 2xy + @(x).

Ahora, por un lado:

v
— =2 !
5 y+ ¢ (x),
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y, por el otro:

v _ Ou_,
or oy 7

Igualando resulta ¢'(x) = 0 de donde p(x) = ¢ es una constante
real. Asi v =2xy+ ¢ y se obtiene la funcion holomorfa:

f(2) = (2* —y*) +i(2xy + ¢) = 2% + ci,

cuya componente real es la funcion dada.

En general, se tiene el resultado que sigue.

Proposicion 4.4.2. Para toda funcion real armonica u existe una
funcion real armdnica v, unica salvo una constante real, tal que la
funcion de variable compleja f = u + iv es holomortfa.

Cabe anotar que para una funcién holomorfa u + v, excepto en
el caso constante, la funcién v + iu no es holomorfa. La que si es
holomorfa es —v + iu = i(u + iv).

Ejercicios para el capitulo 4

4.1. Encuentre los limites siguientes, si existen.

2 3 .
. zZ+4 L, 22481
R R

4.2. Demuestre la proposicion 4.1.4: La funcién f es continua en el
conjunto P siy solo si para todo abierto U la imagen reciproca f~(U)
es la interseccion de P con un abierto del plano.
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4.3. ;Donde es derivable la funcion f(z) = z|z|?

4.4.8Si f(2) = ag+a,z+asz*+- - - +a,z" es una funcién polindémica

de grado n, pruebe que para k =0,1,...,n se tiene
(k)
L)
k!

4.5. De cada una de las funciones siguientes, determine dénde sa-
tisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann y dénde es derivable. Ade-
mas, en los puntos donde es derivable, encuentre el valor de la derivada
utilizando la definicion.

a) f(z) = zTm(z),
b) f(z) =z Re(2),
c) f(z) = (z + Re(2)) Im(2).

4.6. En cada caso, establezca condiciones suficientes y necesarias
sobre las constantes reales a, b y ¢ para que la funciéon sea derivable
en todo el plano

a) f(z) =x+ay +i(bx + cy),
b) f(z) = axy + i(bx* + cy?).

4.7. Repita el ejercicio 4.5 utilizando la afirmacién que garantiza
la suficiencia de las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

4.8. Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, encuentre la
funcion f mas general posible que es derivable en todo C y tal que

Re(f'(z)) = 0.



Capitulo 4 - Funciones holomorfas 103

4.9. a) Demuestre que (cos z)’ = —sen z utilizando la definicién de
cos z en términos de la funciéon exponencial.

b) Pruebe que (sen z)" = cos z encontrando las derivadas par-
ciales de las funciones componentes de sen z y verificando que satisfa-
cen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, ademas de ser continuas.

¢) Lo mismo que (b) para (cosz) = —sen z.

4.10. Establezca déonde son holomorfas las funciones del ejercicio
4.5.

4.11. Demuestre que si f es una funcion de variable compleja tal
que f y f son ambas holomorfas en un punto z, entonces f’(z) = 0.

4.12. Considere la funcion de variable compleja f(z) = 22 — y3 +
iz + y?).

a) ;Donde sus componentes cumplen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann?

b) Establezca donde es derivable la funcion f y encuentre la
derivada f’(z) en esos puntos.

c) Establezca donde es holomorfa la funcion f.

4.13. En cada uno de los casos siguientes, muestre que la funcién u
es armonica y encuentre la funcion més general v tal que f(z2) = u+iv
es holomorfa. Aqui a, b, ¢, d, e son constantes reales arbitrarias.

a) u=axr?*— ay®+bx + cy +d,

b) u = az* — ay?® + bry + cx + dy + e,
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c) u=xt— 622> + y*,

d) u

e *cosy.

4.14. jExiste alguna funcion holomorfa cuya parte real o imagina-
ria es igual a 2zy — y2?

4.15. En cada caso, establezca condiciones suficientes y necesarias
sobre la constante real a para que la funcién sea armonica. Luego,
encuentre la funcién mas general v tal que f = u + v es entera.

a) u = ax’y — y° + xy, b) u = ar® + xy® + .
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Capitulo

Integracion compleja

Las integrales de funciones de variable compleja se definen como
integrales de linea. Una vez mas, surge una conexion sorprendente
entre la integral y la derivada.

5.1. Curvas en el plano complejo

Una curva compleja se define como una funcion z : [a,b] € R — C
que, segun el caso, se considera continua o derivable. Sin embargo la
palabra “curva”’, o su sinénimo “arco”, hace referencia a la imagen,
considerada como subconjunto del plano complejo, y la funciéon que
la describe es una parametrizacion. De esta manera, una misma curva
tiene muchas, incluso infinitas, parametrizaciones.

Ejemplo 5.1.1.

1. La funcion z(t) = e" = cost + i sent, con 0 < t < 27, describe
la circunferencia unidad una vez.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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2. La funcion z(t) = e, 0 < t < 27, también describe la circun-
ferencia unidad pero en el sentido opuesto o “negativo”.

3. En general, 2(t) = zo+re’, 0 < t < 27, es una parametrizacion
de la circunferencia de radio r > 0 y centro zy € C.

4. La funcion z(t) = €*™ con 0 < t < 1 es una parametrizacion
estdndar de la circunferencia unidad, definida en el segmento
unidad I = [0,1]. Resulta “mds rapida” que la anterior.

5. La parametrizacion z(t) = 2™ con 0 < t < 1 describe la cir-

cunferencia unidad con “rapidez” creciente.

6. La funcion z(t) = e*™* con 0 < t < 3 describe la circunferencia
unidad tres veces.

Una curva es cerrada si coinciden sus puntos inicial y final, esto es
si z(a) = z(b). Una curva es simple si no tiene puntos de interseccion
salvo, posiblemente, sus extremos: z(s) = z(t) siy solosi s =t o s,t €
{a,b}. El célebre teorema de Jordan establece que toda curva cerrada
simple (llamada curva de Jordan) divide el plano en dos regiones. Con
precision, el conjunto complemento C — z[a, b] tiene dos componentes
conexas, una acotada y la otra no acotada, y todos los puntos de
la curva son adherentes a ambas. En estos términos, un conjunto del
plano es simplemente conexo si y solo si para cualquier curva de Jordan
en él, la componente acotada esta contenida totalmente en el conjunto.

Cuando una curva de Jordan es la frontera de cierto conjunto del
plano, su orientaciéon se toma positiva cuando, al recorrer la curva,
la region siempre esta a la izquierda de la misma. En particular, la
orientaciéon de una curva de Jordan respecto a su componente aco-
tada resulta “en el sentido contrario a las manecillas del reloj”. Por
ejemplo, z(t) = e” tiene orientacién positiva respecto al interior de la
circunferencia unidad, y z(t) = e~ negativa.

Igual que en las funciones vectoriales, todo el calculo con curvas
complejas se desarrolla componente a componente. Asi, si z(t) = x(t)+
1y(t) con x, y funciones reales, se tiene lo siguiente.
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e Limites

Los limites de las curvas estan definidas en tanto son funciones
entre espacios métricos.

Proposicion 5.1.1. El limite de una curva z cuando t tiende a ty €
[a,b] existe si y solo si existen los limites de sus componentes x, y en
to Y, en ese caso:

lim z(t) = lim x(¢) + 4 lim y(¢).

t—to t—to t—to

También se cumple todo el algebra de limites.

Proposicion 5.1.2. Sean z, w curvas complejas. Si existen thntrl z(t)
—to

y lim w(t) entonces los siguientes limites existen y su valor es el que
t—to

se indica:

1. lim cz(t) = ¢ lim 2(t), aqui c € C,

t—to t—to

2. tlg%(z(t) +w(t)) = tlig}) z(t) + thm w(t),

—to

3. lim (z(t)w(t)) m z(t) tlir% w(t),

=1
i—to t—to

4. lim (Z(t) ) _ Jimi 2() st lim w(t) # 0.

tio \w(t) ) Hmy_y, w(t) ~ t=to

Los resultados anteriores tienen una consecuencia inmediata.

Corolario 5.1.1. La curva z = x + 1y es continua en ty si y solo si
las funciones reales x, y son ambas continuas en tgy.
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e Derivadas

Definiciéon 5.1.1. La curva z = x + iy es derivable en ty si las fun-
ciones reales x, y lo son ambas en ty, y ademds la derivada en ty se
define como:

2'(to) = 2'(to) + 19/ (to)-

En realidad, esto es equivalente a definir:

z/(to) = tli\r? M = }llfrn 2t + 1) — 2(to) (h € R),
0 0 —0 h

si ese limite existe.

Ejemplo 5.1.2. Si z(t) = €' = cost + i sent entonces:

2 (t) = —sent + i cost = i(cost + i sent) = ie™.

Se nota que, en general, si z(t) = ¢’ con o € R, entonces 2/(t) =
; vort
e,

El algebra de derivadas también se cumple en este contexto.

Proposicion 5.1.3. Si z, w son curvas derivables en t entonces las
stquientes funciones son derivables y sus derivadas son las que se in-
dican:

1. (cz(t)) = cZ'(t), aqui c € C,
2. (2(t) +w(t)) =2'(t) +w'(t),
3. (z(Hw(t)) = 2 (t)w(t) + z(t)w'(t),

2(t) '_z’(t)w(t)—z(t)w’(t) i w
+ (w(t)) =T e enFo

La regla de la cadena no tiene sentido entre dos curvas z, w pero
si en el siguiente contexto.
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Proposicion 5.1.4. Si ¢ : [c,d] — [a, ] es una funcion real derivable
en s € (¢,d) y z : [a,b] — C es una curva derivable en t = ¢(s),

entonces la funcion compuesta ( = z o ¢ es derivable en s y, ademds:
¢'(s) = (z00)'(s) = 2'(d(s)) #'(s).
e Integrales

Definicion 5.1.2. La curva z = x + iy es integrable en [a,b] si las

funciones reales x, y lo son ambas en [a,b], y ademds la integral en
ese intervalo se define como:

/abz(t)dt:/ab:c(t)dt+i/aby(t)dt.

Ejemplo 5.1.3. Si z(t) = €' = cost + i sent, entonces:

/2 z(t) dt = /2(003t—|—z’sent) dt
0 0

5 5
:/ costdt + 1 / sentdt
0 0

s

2
+ i (—cost)
0

Wl

= sent =1+41.
0

Se observa que este ejemplo también se habia podido resolver uti-
lizando la igualdad siguiente, vélida para o € R, o # 0:

b 1ot

- e

/ et dt = =
“ X

Para estas funciones se cumple el algebra de integrales.

b

eiat b

= —1
“ «

a

Proposicion 5.1.5. Si z, w son curvas integrables en [a,b] entonces

las siguientes funciones son integrables y sus integrales son las que se
indican:
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b b
1. / (cz(t))dt = c/ z2(t)dt (ce C);

2. /ab(z(t)+w(t))dt—/abz(t)dt+/abw(t)dt,-

Z— /ab 2 (H)w(t) dt.

La tercera identidad corresponde al método de integracién por par-
tes. Por otro lado, el teorema fundamental del calculo se cumple com-
ponente a componente.

3. / z(t)w'(t) dt = z(t)w(t)

Proposicion 5.1.6. Si z es una curva continua en [a,b] y la curva Z :
[a,b] — C satisface Z'(t) = z(t) para cada t € (a,b) (antiderivada),

entonces: ,
/ 2(t)dt = Z(t)

También hay una acotacion para el valor de la integral.

b
= Z(b) — Z(a).

a

Proposicion 5.1.7. Si z : [a,b] C R — C es integrable en [a,b],

entonces: ,
£) dt‘ < / |2(t)|dt.

Demostracion. Sila integral de z es cero, la desigualdad es inmediata
porque su valor absoluto también es cero. En caso contrario, este ni-
mero complejo se puede expresar en forma polar como fab z(t) dt = re??
(r, O constantes), de donde:

r:e_w/abz(t)dt:/b “0L(t)dt =
_i)%e(/be ) /9‘{6 “O2(t)) dt <
/|e_“9 ‘dt /‘e 26)||z )| dt = /|z t)|dt.
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La tercera igualdad se tiene porque r es un ntmero real; la cuar-
ta, por la definicién de la integral; la desigualdad, porque siempre
Re(w) < |w| y esta desigualdad entre nimeros reales se mantiene
bajo la integral real; la dltima igualdad se debe a que |e*i‘9| =1. 0O

5.2. Integral de una funcién de variable
compleja

La integral de linea que define la integral de una funcién de va-
riable compleja debe ponderarse para que el valor no dependa de la
parametrizacion escogida.

Definicion 5.2.1. Sea f : D € C — C una funcién de variable
compleja y C una curva derivable contenida en D, descrita una vez
por z : [a,b] C R — D. La integral de f a lo largo de la curva C se

deﬁne como: .
£ l ! l
/C /a f( (t)) (t) t’

st esta ultima integral existe.

La funcion compuesta f o z y la derivada 2’ son funciones de [a, b]
en C, luego su producto también lo es. De esta manera, el integrando
de la derecha es una curva y su integral es una de las que se estudiaron
en el apartado anterior.

Ejemplo 5.2.1. §i C es el segmento de recta de O a 1+ i, la integral

/ 322dz
c

se puede calcular como sigue. Primero se debe escoger una parametri-
zacion de C, sin duda la mds sencilla es z(t) = 0+ t((1 +17) —0) =
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(1414)t con 0 <t < 1. En estas condiciones z'(t) = 1 + i, luego:
1 1
/3z2 dz —/ 3[(1+ )] (1 + i) dt —/ 3(20) 2 (1 + i) dt
c
0 ) 0 )
= (=6 + 62’)/ t?dt = (—6 + 6i) <§> = —2+2i.
0

Ejemplo 5.2.2. Si de nuevo C' es el segmento de recta de 0 a 1 + 1,
entonces

/ 3|z dz =2 + 2i.
c

Ndtese que la integral de una funcion compleja cuyos valores son
todos reales no necesariamente es real.

En efecto, tomando z(t) = (1 4+ i)t =t +1ti con 0 <t <1, se tiene
Z/(t) =141 luego:

1 1
/3|z|2d2—/ 3 [t +¢% (1+z’)dt—6(1+i)/ t2dt = 2+ 2i.
c 0 0

También se pueden considerar curvas cerradas.

Ejemplo 5.2.3. Para calcular la integral

/ zdz
Sl

recorriendo la circunferencia unidad S' en sentido positivo una
vez, se puede tomar z(t) = cost + i sent = e con 0 < t < 2. Luego
2(t) =1ie", y asi:

27 ] ) 27 ] €2it
zdz = etietdt =i et dt = i —
S1 0 0 2

Ejemplo 5.2.4. Para mostrar que:

dz )
— = 2mi,
S1 2

21

0

1 e
5 (64 — eo) = 0.
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se toma de nuevo z(t) = e con 0 <t < 2w, luego 2'(t) = ie y asi:

d 27 1 . 2
/ _Z_/ —,tz’e”dt—i/ dt = 27i.
51 2 o ¢ 0

La primera pregunta matemética que se impone es si la definicién
de la integral es una “buena definiciéon”, esto es, si ella no depende de
la parametrizacion de la curva C'.

Ejemplo 5.2.5. Para determinar la integral / 32%dz, otra parame-

c
trizacion del segmento de recta C de 0 a 1+ es z2(t) = (1 +1i)t* con
0<t<1. Ahora Z/(t) = 2(1 + i)t = (2 + 2i)t, luego:

/ng dz—/o 3[(1+ )% (2+2i)tdt—/ 3(20)t1(2 + 2d)t dt

0

! 1
= (—12+ 12¢)/ t°dt = (—12 + 124) (6) = —2+2i.
0

El valor obtenido es el mismo del ejemplo inicial.

Ejemplo 5.2.6. Para describir la circunferencia unidad S' en sentido
positivo una vez también se podria tomar z(t) = cos2wt + i sen2wt =
e?™ con 0 < t < 1. Entonces 2'(t) = 2mi e*™ y ahora:

LE=1
SIZ_ 0

De nuevo, el resultado es el mismo para dos parametrizaciones
distintas.

1

= 2.

1 : !
s— 2mi > dt = 2mi / dt = 2mit
e 0 0

Ejemplo 5.2.7. Para describir la circunferencia unidad S en sentido
negativo una vez se puede tomar z(t) = cos(—t) +1isen(—t) = cost —
isent =e " con 0 <t < 2mi. Entonces 2'(t) = —ie ", y resulta:

d 2 1 ) 2m
/ @z :/ — (_Z‘e—“) dt = —i/ dt = —2mi.
_s1 Z o €' 0

Ahora el resultado es el mismo pero con signo contrario.
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En general, sea z : [a,b] € R — C una funcién que recorre una
vez la curva C. Si ¢ : [¢,d] — [a,b] es una funcion tal que ¢(c) = a,
¢(d) = by ademés ¢'(s) > 0 para cada s € [c,d], entonces la funcion

( =z0¢ : [c,d — C describe la misma curva C' una vez. Ahora,
tomando t = ¢(s), resulta:

/ F(e()2' () dt =
_ / F(6())2 ($(5)) ¢ (5) ds = / F(C()C () ds,

/fdz = / fdc.
c c
En cambio, si ¢(c) = b, ¢(d) = ay ¢'(s) < 0 para cada s, entonces:

/Cfdz:—/cfdg.

Con esto se ha demostrado el resultado siguiente.

esto es:

Proposicion 5.2.1. La integml/ fdz estd bien definida en el sen-
c

b
tido de que el valor/ f(z(¢))2'(t) dt no depende de la funcion z que

describe la curva C, salvo posiblemente el signo.

FEl signo de la integral depende del sentido en el que se recorre la
curva.

Aunque la integral no depende de la parametrizacion escogida para
la curva, si podria depender del camino escogido para ir del punto
inicial al punto final.

Ejemplo 5.2.8. Si C es el segmento de la pardbola y = z? de 0 a
1+, resulta:

/ 322dz = —2 + 2i.
c
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En efecto, tomando z(t) = t + t* con 0 < t < 1, se tiene 2/(t) =
1+ 2ti, luego:

1
/3z2dz:/ 3 [t+ %) (1 + 2ti) dt
C 0
1
:3/ (t2 — t* + 2%) (1 + 2ti) dt
0

- 3/1 [(t* — 5t*) + (4¢® — 2¢°) 1] dt

=3 ! 1)+311 LY,
= 3 5 )"
El resultado es el mismo del ejemplo inicial.

Ejemplo 5.2.9. De nuevo, si C es el segmento de la pardbola y = x°

de 0 a 141 entonces:
8 5i
3zPdz = - + =
/Cyz\ s=c S

Pues tomando z(t) =t + 1% con 0 <t <1 se tiene 2'(t) = 1+ 2t1,
luego:

1
/3|z|2dz—/ 3(2 + ) (1 4 2ti) dt
C 0

1
= 3/ (2 +t*) + (26 + 2¢°) 4] dt
0
1 1 1 1
=3+ 3(=+= ).
<3+5)+ <2+3)Z
En este caso, el resultado es muy distinto.

Cuando la integral es diferente por distintas trayectorias, se puede
pensar que la integral por el camino cerrado obtenido al ir por una
curva y volver por la otra no es cero; en contraste, si la integral es
igual por ambas trayectorias, la integral por la curva cerrada seria
cero. Estos dos casos son evidentes en los ejemplos calculados.

d
/ zdz =0, mientras que ¥ _ o £ 0.
S1 S1 2
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5.3. Propiedades de la integral

La idea de recorrer una curva en dos sentidos, o de ir y volver a lo
largo de una misma curva, se puede precisar como sigue. Si la funciéon
z : la,b] — C describe la curva C' una vez, entonces la funcion
Z : [=b, —a] — C definida como 2(t) = z(—t) la describe en sentido
contrario y se denota —C'.

Proposicion 5.3.1. Con la terminologia anterior, resulta:
/ fdz= —/ fdz.
-c c

Demostracion. En efecto:

[ ra= [ seenzma= [ reensenea

Sustituyendo s = —t se tiene ds = —dt, luego:

| rae= [ s /f /fdz

De la misma manera se formaliza la idea de recorrer varias curvas
una tras otra. Si la funciéon z; : [ay,b] — C describe la curva C; y
Zo @ ag, be] — C describe la curva Cy, con las condiciones adicionales
by = ay (esto siempre se puede lograr) y z1(b;) = z2(az), de manera
que las curvas son sucesivas, entonces la funcion z : [a1,by)] — C
definida como

" 2’1<t>, si aq Stﬁbl,
Z( ) N ZQ(t), si a9 §t§62

describe primero la curva C; y luego la (5. Esta curva nueva se
denota C' = C; + (5.
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De manera similar se puede definir la suma de n curvas sucesivas

C1,Cy,...,C,, que se denota C = C1 +Cy+- - -+ C,. Ademas, resulta
el hecho siguiente.

Proposicion 5.3.2. Con la terminologia anterior, resulta:

/fdz: fdz+ fdz+~--+/ fdz.
c ol Co Cn

Demostracion. En el caso n = 2 se tiene, para la parametrizacion
mencionada:

/c+0 fdz= [ F@)(t)dt =

al

b1 b2
= [ flz@)zi(t)dt+ [ flza(t))zh(t) dt
al a2
= / fdz+ / fdz.
Ch Co
El caso general se deduce por induccion. O

Ejemplo 5.3.1. A fin de calcular la integral / 322 dz, siendo C la

c
union de los segmentos de recta de O a1 y de 1 a 1+ 1, sea Cy el
primer segmento y Co el sequndo.

Para el primer paso sea z1(t) =t con 0 <t < 1, entonces z|(t) = 1

Y asi:
1
/ 3z2dz:/ 3t2dt = 1.
C1 0

Para el seqgundo sea z3(t) = 1+ it con 0 <t < 1, de manera que
2b(t) =1 y se tiene:

1 1
/3z2dz:/ 3(1+z’t)2idt:3/ (1 —¢%) +2ti) idt
Ca 0 0
! o 2i _
=3[ (-2t+(1—¢*)i)dt=3 —l+ 5 ) =-3+2
0
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Por fin, resulta

/32’2d2’:/ 3z2dz+/ 32%dz =1+ (=3 +2i) = —2 + 2i.
C C1 Cy

Una vez mads, se obtiene el mismo valor de la integral por los dis-
tintos caminos escogidos en el apartado anterior.

Ejemplo 5.3.2. Ahora se quiere calcular la integml/ 3|z|2 dz, siendo

c
C' la union de los segmentos de recta de 0 a1 y de 1 a 1+ 1.

Para el primer paso se toma z1(t) =t con 0 < t < 1, entonces
/

z1(t) =1y ast:
1
/ 3)z|* d= :/ 32 dt = 1.
ol 0

Para el sequndo, sea zo(t) = 1+ it con 0 <t < 1, asi 2,(t) =1

luego:
! 1
/ 3|2|? dz :/ 3(1+t*)idt =3 (1+—) i = 4i.
s 0 3

En conclusion:

/3|Z|2d2’:/ 3|Z|2d2—|—/ 32| dz = 1 + 4i.
C C1 Co

Comparando con los resultados del apartado anterior, en el caso
de esta funcion la integral tiene tres valores distintos para tres curvas
diferentes de 0 a 1 + 1.

Como puede esperarse, la integral compleja es lineal.
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Proposicion 5.3.3. Sean f,g : D C C — C funciones de variable
compleja integrables a lo largo de una curva C' en D. Las siguientes
integrales existen y tienen el valor que se indica:

1. /O(cf)dz:c/cfdz, aqui ¢ € C,
2. /C(f%—g)dz:/cfdzjt/cgdz.

Demostracion. Si z : [a,b] C R — C describe la curva C, entonces
por una parte se tiene:

/C (cf) dz = / b(cf)(Z(t))Z’(t) i
:/ cf (z(t)2'(t) dt

b

=c [ [f(z(t)2'(t)dt

a

=c | fdz,
c

y, por otro lado:

/C Froydz= [ (f + )02t dt

b

(f(=(1) + g(2(1))) 2/ (t) dt

T~

(=l

(f(=(0)2' (1) + g(=(1))='(1)) dt

b

F(2(t)2(t) dt + / g(=(8)) /(1) dt

fdz+/gdz. O
c

S— T T

Q
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También hay una acotacion natural de la integral. Para las nociones
de curva rectificable y longitud de curva, (véase el texto [1]).

Proposicion 5.3.4. Si la curva C' es rectificable con longitud L y
ademds se tiene | f(2)| < M para cada z € C' sobre la curva, entonces:

/0de

Se nota que tal cota M siempre existe cuando f es continua, pues
el intervalo [a, b] es compacto.

< ML.

Demostracion. Por la proposiciéon 5.1.7, se tiene:

[ sa lébf@@»ZK®d4

< [ lreenzola= [ |#ew]) o]

g/bM\z’(t)MtM/b\z’(t)mt_ML. 0

Observamos de manera informal que la funcion f(z) = 322 tiene
como antiderivada la funcion F(z) = 2° y que
14

=(1+14)°—0=—-2+2i
0

23

que es el resultado de la integral por las tres curvas estudiadas en el
apartado anterior y en este. En general, el cilculo de la integral se
simplifica de manera considerable si se encuentra una antiderivada de
la funcioén, lo cual corresponde al teorema fundamental del calculo.

Proposiciéon 5.3.5. Sea f : D C C — C wuna funcion continua y
supongase que existe una funcion F : D — C, derivable en D, tal
que F'(z) = f(z) para cada z € D. Entonces para cualquier curva C
en D descrita por la parametrizacion z : [a,b] C R — D se tiene:

b

— F(2(b)) - F(2(a)).

a

Afm:me




Capitulo 5 - Integraciéon compleja 121

Se nota que en el término de la derecha no interviene para nada
la curva C, solo sus puntos inicial y final. De esta manera, si C' es
cualquier curva contenida en D que va del punto z; a 2z, se puede
escribir:

/ZQ Fde = F(z)| = F(z) — F(2).

22
21

Demostracion. En efecto:

/Cfdz:/abf(z(t))z'(t)dt:/bF’(z(t))z’(t)dt

:/ %(F(z(t))) dt = F(z(b)) — F(z(a)),

esta ultima igualdad por el teorema fundamental del calculo. O

Ejemplo 5.3.3. Para todo entero n # —1 y para cualesquier puntos
21,29 € C se tiene:

292 n+1
z
/ 2"dz =
= n+1

Corolario 5.3.1. En particular, si la funcion f tiene antiderivada en
su dominio D y C' es cualquier curva cerrada contenida en D entonces:

/Cfdzzo.

Demostracion. Como para una curva cerrada el punto inicial y final
coinciden, z(a) = z(b), de donde F'(z(b)) = F(z(a)) y la diferencia es
nula. O

22 n+1 n+1
g = T2

n+1

Z1

La proposiciéon 5.3.5 permite concluir de inmediato el método
de integracion por partes.

Proposicion 5.3.6. Sean f,g: D C C — C funciones derivables en
D. Entonces para cualquier curva C' en D descrita por la parametri-
zacion z : [a,b] CR — D se tiene:

/C F(2)g (=) d= = f(2)g(z) | — /C F(2)g(z) d=.
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En particular, si C' es cualquier curva cerrada contenida en D enton-

- /f "(z)dz = — /f

5.4. El teorema de Cauchy

El célebre teorema integral de Cauchy constituye el corazéon de
la teoria de integracion de funciones de variable compleja y se puede
enunciar como sigue.

Teorema 5.4.1. Si f es una funcion holomorfa en un abierto sim-
plemente conexo H, entonces:

/Cfdz:(),

para cualquier curva cerrada C' contenida en H.

El enunciado que sigue es del todo equivalente, de manera que la
integral de una funcién holomorfa no depende de la trayectoria.

Proposicion 5.4.1. Si f es una funcion holomorfa en un abierto
stmplemente conexo H, entonces:

fdz= fdz
el Co

para cualesquier curvas C1, Cy en H cuyos puntos inicial y final coin-
ciden, respectivamente.

Demostracion. Pues, en esas condiciones, la curva C; — Cy = C; +
(—C%) es una curva cerrada contenida en H, de donde:

0:/ fdz= fdz+ fdz= fdz— fdz.
C1 CQ C1 —Cz Cl C2
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En el otro sentido, suponiendo este resultado, si C' es una curva cerrada
en H, sea zy un punto cualquiera de C. Al tomar C; como la curva C'
que comienza y termina en zy y Cs la curva constante en el punto z,
entonces

/fdz: fdz= fdz=0.
C C1 C2

El teorema integral de Cauchy se puede extender de varias maneras
a regiones mas generales.

Corolario 5.4.2. Si f es una funcion holomorfa en un abierto H,

entonces:
/ fdz=0,
C

para cualquier curva cerrada C en H cuyo interior estd contenido en
H.

Es decir, el abierto H podria tener huecos pero la curva C' no
contiene ninguno de ellos.

Demostracion. Como C' es conexo, esta contenido en una componente
conexa de H; como es compacto, esta contenido en un abierto conexo
contenido en H que incluye una franja de anchura positiva alrededor
de la curva; la uniéon de este conexo con el interior de la curva es un
abierto simplemente conexo H' C H. La funcion f es holomorfa en H'
y se puede aplicar el teorema a esa region. O

Maés atn, la integral a lo largo de una curva cerrada no depende de
la trayectoria particular escogida, siempre que no cambien los huecos
rodeados por la curva, (ver la Figura 16). Con precision, se tiene el
hecho siguiente.
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Figura 16: Independencia de las trayectorias

Corolario 5.4.3. Si f es una funcion holomorfa en un abierto H,
entonces:

fdz = fdz

Ch Co

para cualesquier curvas cerradas C1, Cy en H recorridas en el mis-
mo sentido y tales que la region comprendida entre las dos estd conte-
nida en H.

Demostracion. Sea P una curva integrable (por ejemplo, poligonal)
contenida en H que une la curva C; con Cy. Entonces C = C; + P —
C5 — P es una curva cerrada cuyo interior también esta contenido en
H, luego:

O:/fdz: fdz+/fdz— fdz—/fdz,
c 1 P Cs P
de donde:

fdz= fd-z. O
Ch Co
d
Ejemplo 5.4.1. / c —omi.
z—1
|z—1|=2
d d
En efecto, por el hecho probado, / - - = / : -. Por un
z—1 z—1

|z—1]=2 |z—i|=1

Introduccion a las funciones de variable compleja
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d d
stmple cambio de variable resulta / : - = / @ 27i.
zZ—1 S1 2

|z—i]=1

Hay otro enunciado equivalente a los anteriores y muy comun en
los textos de calculo con variable compleja, (ver [6]).

Figura 17: Sentido de las curvas

Corolario 5.4.4. Si f es una funcion holomorfa en un abierto mail-
tiplemente conexo K y en su frontera 0K, entonces:

fdz=0,
oK

donde la curva se recorre en sentido positivo respecto a K.

En estas circunstancias, ver la Figura 17, si la region K tiene
n huecos entonces la curva frontera 0K esta constituida por n + 1
curvas simples: la curva exterior C, y las n curvas interiores Cj;, con
1 < j < n, cada una de las cuales rodea un hueco. La curva exterior se
recorre en sentido positivo y todas las interiores en el sentido contrario
0 negativo.

Demostracion. Para el caso n = 1, sea de nuevo P una curva (po-

ligonal) contenida en K que une la curva exterior C, con C; = Cj,.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Entonces, por el teorema integral de Cauchy aplicado a la curva
cerrada C' = C, + P + C; — P, se tiene:

O—/efdz+/1>fdz+/cyfdz+/_zafdz’

de manera que:

fdz= fdz+/fdz:0.
Ce C;

oK
Para el caso general, se procede por induccion. O

A continuacion se desarrolla la demostracion del teorema de Cauchy
bajo distintas hipoétesis.

e Derivadas parciales continuas (Caso 1)

En una primera versiéon se suponen condiciones adicionales sobre
la funcién holomorfa que, en realidad, después se podran demostrar
siempre (véase el corolario 5.5.2).

Si una funcién de variable compleja f = u + iv tiene componentes
u 'y v entonces haciendo z = x + 1y resulta lo siguiente:

/Cfdz = /:;f(z)z’dt

= / (u+iv)(a’ +iy') dt

a

b b
= / (uz’ — vy') dt +i/ (uy' + vx') dt

:/udx—vdy—i—i/vdx—l—udy.
C C

Estas expresiones recuerdan de inmediato un conocido resultado
del calculo en varias variables reales.
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Teorema 5.4.5 (Green). Sean P(x,y), Q(x,y) funciones reales con
derivadas parciales continuas en una region cerrada y simplemente
conexa R cuya frontera es la curva C. En tales condiciones:

/deJery—// (———y) dz dy,

donde la curva C' se recorre en sentido positivo.

En el caso de la funcion de variable compleja f = u + iv, si las
componentes u, v tienen derivadas parciales continuas entonces por el
teorema de Green se obtiene esta igualdad:

e (=) e (-3

Pero si, ademas, se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann,
entonces:

ou ov ov Ou ov  Ov
.8_y e de donde —%—a—y %—F%—O,
ou Ov ou OJv OJu Ou
l% 8 dedonde %_6_(1/ %—%—0

En consecuencia, ambas integrales dobles se anulan y asi | fdz =

c
0, con lo cual se ha demostrado el siguiente resultado.

Teorema 5.4.6. Si f es una funcion holomorfa con derivada continua
en un abierto simplemente conexo H, entonces:

/Cfdzzo,

para cualquier curva cerrada C contenida en H.
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e Triangulos (Caso 2)

En la segunda version del teorema integral de Cauchy se suponen
condiciones adicionales sobre la curva, que ahora se toma con una
forma particular.

Teorema 5.4.7. Sea f: D C C — C una funcion holomorfa en el
interior y en la frontera de un triangulo T contenido en el dominio

D. Entonces:
/ fdz=0,
c

siendo C' la frontera de T.

Demostracion. Sea A el diametro del triangulo 7', esto es la distancia
méaxima entre puntos del mismo, y sea L la longitud de C', esto es el
perimetro del triangulo 7". Se nota que A = 0 si y solo si L =0y, en
este caso, el tridngulo 7" se reduce a un solo punto y el resultado es
trivial. Por ello, en adelante se supone A > 0 y, por lo tanto, L > 0.

Uniendo los puntos medios de los lados se forman cuatro tridangulos
congruentes 111, T2, Ti3 v T14, cada uno con frontera correspondiente
C1i, ver la Figura 18

Figura 18: Division del tridngulo

Ahora se observa que, al integrar a lo largo de todos los subtriian-

Introduccion a las funciones de variable compleja
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gulos, las integrales sobre los segmentos internos se anulan. De esta
manera:

/fdz: fdz+ fdz+ fdz+ fdz.
c C11 Ci2 Ci3 Cia

Sea T7 el triangulo tal que el valor absoluto de la integral es maximo
entre estos cuatro y sea (] su frontera. Entonces, por la desigualdad

triangular, resulta:
/ fdz / fdz
c Cy

Se nota que el tridngulo 77 tiene diametro A; = %A y perimetro
L1 == %L

<4

Esta construccion se repite con 77 y luego con el tridngulo ob-
tenido 75, y asi sucesivamente resultando la sucesion de triangulos
T1,15,Ts, ... Para cada indice n se tiene:

/Cfdz /Cnfdz

A L
ademés el tridngulo T, tiene didmetro A,, = on y perimetro L, = on

<4

I

Como T) D T5 D T3 D ... es una sucesion de conjuntos cerrados
encajados, su interseccion ﬂflo:l T, no es vacia porque T es compacto.
Dado que el diametro A,, tiende a cero, la intersecciéon es un conjunto
unitario. Sea entonces zy € D tal que:

o0

(T = {z0}-

n=1

Puesto que la funciéon f es holomorfa en zg, existe la derivada
f'(20). Definiendo para cada z # 2 la funcion R como sigue:

f(Z) — f(Z()) . f/<ZO);

Z— 20

R(z) =
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resulta lim R(z) = 0. Ahora se tiene:
Z—20

f(z) = f(20) + (2 = 20)f"(20) + (2 — 20) R(2),

y como la funcion lineal f(zo) + (2 — 20)f'(20) es holomorfa en todo
el plano C con derivada continua, por el caso ya probado del teorema
integral de Cauchy su integral a lo largo de cualquier curva cerrada es
cero. En particular, para cada triangulo T,, se tiene:

ROLE [ G+ =2 f Galldz+ [ (= z0)R(:) s

n C’n

= [ (z2—20)R(2)dz.

Ahora dado cualquier € > 0, también i > 0 y existe § > 0 tal

que si 0 < |z — 29| < & entonces |R(z)| < i. Si el entero n se toma
suficientemente grande para que A < 2"§, entonces para cada z € C,,
se tiene |z — 2] < A, = ;An < 0, de donde |R(z)|] < i Por la
desigualdad ML (proposicion 5.3.4), resulta:

/Cnf(z)dz

/Cn(z —20)R(2) dz

y, por lo tanto:

/Cf(z) dz

€
<4"— =¢.
S €

/Cfdz

tanto, / fdz=0. O
c

<an

f(z)dz
Cn

Puesto que ¢ es arbitrario, se concluye que =0y, por lo
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e Dominio estrella (Caso 3)

En la tercera version del teorema de Cauchy considerada aqui, se
suponen condiciones adicionales sobre el dominio de holomorfia, que
ahora se toma con una forma especial. Un conjunto S del plano es
una estrella si existe algin punto zy € S tal que, para todo z € S, el
segmento de recta que une a zp con z estd contenido en S. Ademés
de auténticas estrellas, esto incluye triangulos, cuadrilateros, 6valos,
etcétera. Se nota que todo conjunto estrella es simplemente conexo.

Lema 5.4.1. St f es una funcion holomorfa en un abierto estrella H,
entonces existe una funcion holomorfa F: H — C tal que F'(z) =
f(2) para cada z € H.

Es decir, toda funcién holomorfa en un abierto estrella posee alguna
antiderivada.

Demostracion. Siendo zp un punto de referencia de la estrella H, para
cada z € H se define:

F@zgﬂwm,

donde esta integral se calcula a lo largo del segmento de recta de
zp a z. Como H es un conjunto abierto, ver Figural9, para el punto
z € H existe r > 0 tal que si |[w — z| < r entonces w € H. Para
cualquier h € C, si |h| < 7, el tridngulo con vértices zg, z, z + h esta
contenido en H. Luego, f es holomorfa en este tridngulo y su frontera
y, por la versiéon anterior del teorema, se tiene:

z+h z 20
/ f(w) dw + f(w)dw+/ flw)dw =0,
20 z+h z

todas las integrales a lo largo de segmentos de recta. Es decir:

z+h z z
[ twdu= [ jwde=- [ fw)de,
20 20 z+h
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o bien:

F(z+h)— F(2) :/Z f(w) dw,

de donde, para h # 0: ):

F(z+h) - F(2) :l/H Fw) dw.

h h

Ahora bien, con algo de elaboracion se nota que el nimero complejo
f(z) también se puede expresar como una integral desde z hasta z+ h.
Pues como z es constante para la variable w, se tiene:

/ " ey = 1) / o= hf(e),

luego, finalmente:

F(z+h)—F(Z)_f<z):%/z f(w)dw—%/z f(z)dw
1 [=+h

h

-+ v - ey

Como es holomorfa, la funcion f es continua en z y para cualquier
e > 0 existe § > 0 tal que 0 < |w — z| < ¢ implica |f(w) — f(2)| < e.
Tomando 0 <7y |h| <, se tiene 0 < |w — z| < § para cada punto w
en el segmento de recta entre z y z + h. Luego |f(w) — f(z)] < € para
estos valores y, por la desigualdad ML (proposicion 5.3.4), resulta:

1
< m€|h| = €.

F(z+h)— F(z)

Es decir, }lll'n% = f(2), lo cual significa que la fun-
—

cion F' es derivable en z con F'(z) = f(2). O

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Figura 19: Dominio estrella

Teorema 5.4.8. Si f es una funcion holomorfa en un abierto estrella

H entonces:
/ fdz=0,
c

para cualquier curva cerrada C' contenida en H.

Demostracion. Por los resultados anteriores. O

5.5. La férmula integral de Cauchy

Un resultado sorprendente y muy especial de la teoria de funciones
de variable compleja es que el valor de una funcién holomorfa en un
punto interior a una curva cerrada estd determinado completamente
por los valores que toma la funciéon a lo largo de la curva. Con precision,
eso se expresa en la siguiente igualdad conocida como formula integral
de Cauchy.

Teorema 5.5.1. Sea f una funcion holomorfa en una region D, sea C
una curva cerrada contenida en D y sea zy un punto en la componente

Introduccion a las funciones de variable compleja
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interior de esta curva. En tales condiciones se tiene:

SE)

2mi Cz—zo

f(z0) =

Demostracion. Sea S una circunferencia de centro zy y radio r con-
tenida en el interior de la curva C. Entonces por el corolario 5.4.3
tenemos:

1, e

c <% §%Z7 %
flz0) f(Z) — f(=0) ;.
SZ—ZO zZ— 20

= /(=) /z—zo /f Z—ZOZO

= 2mif(20) +/S%fo(zo)dz.

Siendo f continua en zy por ser holomorfa, dado € > 0 también

5= > 0y existe 6 > 0 tal que si tomamos r = |z — 29| < § entonces

|f(2) = f(20)|] < 5=, de donde )f z0)

dad ML (proposmlon 5.34),y temendo en cuenta que la longitud
de la circunferencia S es 27r, obtenemos:

O

cZ—Zo

5. Ahora por la desigual-

J) = (=) ‘ = (@2mr) =e.

2mr

—2mif(z ‘
Z— 20

Con ¢ arbitrario, el valor absoluto de la diferencia es cero y resulta
la igualdad buscada. O

A partir de la formula de Cauchy, se puede demostrar una férmula
similar para la funcién derivada.
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Proposicion 5.5.1. En las condiciones del teorema 5.5.1 tenemos:

f'(z0) = L/O&d,z.

2 Jo (2 — 2)?

Asi que los valores de la derivada también dependen de los valores
que toma la funcién original a lo largo de la curva.

Demostracion. Sea h € C tal que |h| < 5. Por la formula de Cauchy
(teorema 5.5.1) tenemos

flzo+h)— flzo) 1 / ( f(z) f(z) ) I
c 0

h "~ 2mih z—zo—h_z—z
1

_ 1 f(z) g
271 Jo (2 — 20 — h)(z — 20)

Ahora
1 1 h

(2 — 20— h)(z — 20) - (z — 2)2 + (z—20—h)(z — 20)?’

luego

f(z0+h) — f(20) _
h

RN O £(2) )
N QWi/C(Z_ZO)2 +2m/s(z—zo—h)(2—zo)2d ’

en la ultima integral se ha cambiado la curva C por la circunfe-
rencia S. Dado que este conjunto S es compacto y la funciéon f es
continua, la imagen de S por f es compacta y, en particular, es un
conjunto acotado. Sea M > 0 real tal que |f(z)| < M para cada
z € S, se nota que para estos mismos puntos se tiene |z — 2o — h| >
|z — 20| = |h| =7 —|h| >r —§ =5, yasi:

f(2) M 2M

-2 G
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para cada z € S. En consecuencia, por la desigualdad ML (pro-
posicion 5.3.4) tenemos:

f(ZoJrh)_f(Zo)_i/ f(z)
c (

h 2mi z—2z0)%| —

h|2M 2M
< M2 oy = ).

Ahora existe el limite cuando h tiende a cero, y la derivada f(zo)
toma el valor indicado en el enunciado. O

Este proceso que aplicamos a la funciéon se puede repetir con la
funcién derivada, lo cual tiene importantes consecuencias tedricas.

Proposicion 5.5.2. En las condiciones del teorema 5.5.1 tenemos:

F(z0) = — /C (de

271 z—zp)3

Demostracion. De nuevo para |h| < %,y por los resultados anteriores:

f’(ZoJrh)—f’(Zo)_i/ flz) | _
c (

h 2mi z—2)3|

1 /[( ) fe) 2hf(2)] dz‘

~ |27in z—z0—h)?2 (2—2)% (2—2)°

L / f(z [ z—2)— (2 ZZZE ;j?ig;(—;i)zz)?h(z — 20— h)Q} i

/ flz 3(z — 29)h® — 2R3 &
(z— 20— h)%(z — 20)3
1 M 37| + 2|k AM ,
— (2 = — h| 4+ 2|h|7) .
< i e ) = (3 200

27r

El limite cuando h tiende a cero existe y la segunda derivada f”(zp)
toma el valor indicado. O
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En primer lugar, esto significa que la funciéon derivada f/(z) tam-
bién es derivable en el abierto D, luego también es holomorfa.

Corolario 5.5.2. Si la funcion de variable compleja f es holomorfa
en un dominio D, entonces existen todas las derivadas de f en D vy
son holomorfas en ese dominio.

Esto implica en particular la nota 4.3.1, que se aceptd sin prueba.
Ahora, méas que eso, podemos dar una expresion precisa para todas las
derivadas que, en realidad, dependen de los valores que toma la funcién
en la curva. La igualdad que sigue es la formula integral general de
Cauchy.

Proposicion 5.5.3. En las condiciones del teorema 5.5.1, para cada
entero k > 0 tenemos:

f(’“)(zo) — k_!/CLdZ

2mi Jo (2 — z)kt1

Demostracion. Por induccién sobre k. Para k = 0 es la formula de
Cauchy (teorema 5.5.1). Suponiendo la validez de la férmula para
k, tenemos:

P () = ()" (20) =
_ R '), R 1@
" 2 /c oy = am 1)/0 =z

la dltima igualdad por integracion por partes (proposicion 5.3.6).
En consecuencia, obtenemos:

(1) () — (k+1)! f(2) ,
P e) = S8 | d

270 (2 — z)kt2 7

lo cual completa el paso inductivo. O

La féormula general se puede utilizar para calcular con facilidad
muchas integrales.
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Ejemplo 5.5.1. Si C es la circunferencia de radio 4 y centro el origen
entonces:

o
/C% dz = 2llzsen”(7r) = —misen(mw) = 0.

Ejemplo 5.5.2.

/ Hﬂ dz = 2mi (eo + sen 0) = 2.
S1 VA

Ejercicios para el capitulo 5

5.1. Encuentre una parametrizacion para los siguientes segmentos
de recta:

a) De 0 a 3 + 44,

b) de 3 +4i a 2 + 5i,
c) de 0 a 2,

d) de z; a 2.

5.2. Encuentre una parametrizacion para la elipse con ecuacion

cartesiana: ) )
(x—xo) 4 (?J—yo) -1
a? b2

5.3. Con la definicién de integral, pruebe que / z"dz = 0 para
Sl
todo entero n # —1.
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5.4. Encuentre la integral / Zdz para cada una de las siguientes

c
curvas C"

a) 2(t) =1+it, 0 <t <2,
b) 2(t)=1—t+it, 0 <t <1,

c) z(t)=e"—1,0 <t < 2m.

5.5. Evalte la integral / Me(z) dz para cada una de las siguientes
c

curvas:
a) C es el segmento de recta desde el origen hasta 1 + 4,

b) C es la porcién de la pardbola y = 22 desde 0 hasta 1 + .

5.6. Muestre que / (22 — 1) dz = 2i, si C recorre el triangulo con

c
vértices 0, 1, 7 en ese orden.
5.7. Muestre que, siendo S! la circunferencia unidad,

/ dz
S1 3 + 522

5.8. Evalie las siguientes integrales por cualquier curva que una
los puntos. Observe que en realidad no es necesario encontrar parame-
trizacion alguna.

14+iv/3 i -10 dz
a) / 32%dz, b) / e*dz, c) / —5
0 0 1 (2+9)

5.9. Encuentre las siguientes integrales. Puede utilizar el teore-

<
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1
ma de Cauchy (cuando aplique) y también la igualdad =

2249
1 1 1
6i \z2—31 =2+3i)
d d
a) e b) Ty
lo—ij=1 2 +9 |2—2i]—=2 2° +9
5.10. Encuentre f(z) dz para las siguientes funciones.
Sl
e’ .
a) f(z) = Py b) f(2) = 2" +iz + Im(2).

5.11. Sean a,b € C nimeros complejos y > 0 un radio real posi-

tivo. Descomponiendo en fracciones parciales y utilizando el teorema
de Cauchy, muestre que:

(0, silal <rylb] <r,
o
/ . B aizb’ si|a| <7 < |b],
|z|=r (Z - CL)(Z - b) 211 .
, sib] <r <al,
b—a
L0, si|a| >ry [b] >r.

5.12. Encuentre f(2) dz para las siguientes funciones.
S1

4 z

a) f(z) = —. b) f(2) = -3

z
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