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Resumen

Sobre la globalización de una acción parcial

En este trabajo se presentan algunos aspectos teóricos de las categoŕıas y los funto-

res. Se presentan también las acciones globales y parciales de grupos sobre conjuntos,

donde realizamos la demostración formal de que toda acción parcial proviene de la

restricción adecuada de una acción global (globalización). Finalmente, usando termi-

noloǵıa categórica, mostramos que esta globalización puede ser vista como un funtor

entre algunas categoŕıas adecuadas.

Palabras Claves: Categoŕıa, funtor, acción global, acción parcial, globalización.



Abstract

Partial actions of groups on sets

In this work we present some theoretical aspects of categories. We also present the

global and partial actions of groups on sets and prove, with details, that each partial

action is the restriction of some global action which is called globalization. Finally,

by using categorical concepts we prove that the globalization is a functor between the

category of partial actions and the category of global actions.

Key Words: Category, functor, global action, partial action, globalization.
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Introducción

La teoŕıa de categoŕıas, que fue presentada inicialmente por Samuel Eilenberg y Saun-

ders Mac Lane en la década de 1940s ([8]), presenta un lenguaje muy útil y novedoso

para las matemáticas con el cual ha sido posible generalizar muchas nociones bien

conocidas como productos, cocientes, estructuras libres entre muchas otras. Tal vez

lo más importante y más bonito de las categoŕıas es que permite encontrar relacio-

nes entre estructuras que en principio se consideraron distanciadas; recordemos la

relación existente entre espacios topológicos y grupos v́ıa el grupo fundamental, la

relación entre los espacios topológicos T0 y los conjuntos ordenados v́ıa el orden de

especialización ó la relación entre los anillos y los espacios topológicos v́ıa su espectro

primo. De ah́ı que la teoŕıa de categoŕıas trate de introducir una nueva forma de ver

las matemáticas, de encontrar un formalismo adecuado que permita el paso de un

tipo de estructura matemática a otro ([4]).

Las acciones globales de grupos sobre conjuntos, surgen a partir de los trabajos

de Lagrange y Galois sobre el problema de la solución de polinomios por radicales.

Su estudio ha sido de gran importancia para las matemáticas, pues ha dado origen

a varios tipos de anillos como skew anillos de grupos, productos cruzados y nociones

generalizadas de polinomios, entre otros.

Por otra parte, las acciones parciales son un tema reciente, pues se han desarro-

llado en los últimos 17 años y han mostrado ser una muy buena generalización de las
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acciones globales. La definición formal de este concepto fue dada por R. Exel en [9],

después F. Abadie en su tesis doctoral ([1]) dio inicio al estudio de las acciones envol-

ventes de una acción parcial, al igual que Kellendonk y Lawson en ([14]). Aśı mismo,

han surgido estudios recientes sobre aplicaciones de las acciones parciales en anillos

([7],[10]), en espacios métricos y topológicos ([14]), en teoŕıa de homotoṕıa ([22]), en

teoŕıa de operadores, en sistemas dinámicos entre muchos otros (ver [5] [10] [14] [3]).

Ahora bien, ya que la teoŕıa de acciones globales es bien conocida y la de acciones

parciales se ha venido desarrollando recientemente, fue natural construir y estudiar la

categoŕıa de acciones globales y parciales de grupos sobre conjuntos. En este sentido

seŕıa muy interesante determinar si la envolvente o globalización de una acción parcial

puede verse como un funtor entre las dos categoŕıas.

En el Caṕıtulo 1 se presenta la teoŕıa básica sobre categoŕıas y funtores. En parti-

cular se estudian algunos ejemplos que ayudan a entender el concepto tan abstracto

de categoŕıa y de algunas relaciones funtoriales que se pueden realizar entre cada una

de estas.

En el Caṕıtulo 2 se presenta la teoŕıa fundamental de las acciones globales y

parciales de grupos sobre conjuntos, algunos aspectos básicos y ejemplos. Algunos

resultados importantes para nuestro trabajo se dan a conocer, en particular, se pre-

senta de manera detallada la construcción de la globalización de una acción parcial.

En otras palabras, se muestra en detalle que toda acción parcial proviene de la res-

tricción adecuada de una acción global.

En el Caṕıtulo 3 se realiza la construcción de las categoŕıas de acciones globales y

parciales sobre conjuntos. Finalmente se muestra que la globalización es realmente un

funtor que va de la categoŕıa de acciones parciales a la categoŕıa de acciones globales.

Del mismo modo, se muestra que existe un funtor inclusión de la categoŕıa de acciones

globales a la categoŕıa de acciones parciales.



Objetivos

Objetivo General

Estudiar la globalización de una acción parcial.

Objetivos Espećıficos

Hacer una revisión bibliográfica acerca de teoŕıa de categoŕıas y de funtores.

Revisar lecturas sobre acciones globales y acciones parciales.

Verificar que toda acción global es una acción parcial.

Comprobar que la restricción adecuada de una acción global, resulta ser una

acción parcial.

Verificar que toda acción parcial posee una única y mı́nima globalización.

Estudiar la categoŕıa de acciones globales y la categoŕıa de acciones parciales.

Probar que la relación existente entre la categoŕıa de acciones globales y la de

acciones parciales resulta ser un funtor.

Probar que la relación existente entre la categoŕıa de acciones parciales y la de

acciones globales también es un funtor.

3



Caṕıtulo 1

Categoŕıas

Este caṕıtulo está dedicado a estudiar las nociones básicas de categoŕıas, ilustrándolas

con algunos ejemplos clásicos como la categoŕıa Conj, Top, V ec, entre otros. Además

se definen los funtores, y se presentan algunos ejemplos de ellos. Más detalles sobre

esta teoŕıa pueden ser consultados en [18].

1.1. Aspectos Básicos

Definición 1.1. Una categoŕıa C se define por:

1. Una colección no vaćıa cuyos elementos se llaman objetos. Esta colección se

denota por Ob(C).

2. Una colección no vaćıa de conjuntos disjuntos y eventualmente vaćıos:

{MorC(X, Y )}X,Y ∈Ob(C).

Los elementos del conjunto MorC(X, Y ) se denominan morfismos del objeto X

en el objeto Y y se denota también por Mor(X, Y ). Un elemento de Mor(X, Y )

se representa por f : X → Y o sencillamente X → Y . El objeto X se llama el

dominio del morfismo f , mientras que Y se llama codominio.

4
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La reunión de todos los conjuntos de morfismos de C será denotado porMor(C).

Esto es,

Mor(C) =
⋃

X,Y ∈Ob(C)

Mor(X, Y ).

3. Una operación entre morfismos llamada composición, tal que si X, Y, Z son

objetos de C, f ∈ Mor(X, Y ) y g ∈ Mor(Y, Z) existe un único morfismo

g ◦ f ∈ Mor(X,Z):

Mor(X, Y )×Mor(Y, Z) → Mor(X,Z)

(f, g) 7→ g ◦ f.

La operación ◦ cumple las siguientes condiciones:

a) Es asociativa, es decir, dados f ∈ Mor(X, Y ), g ∈ Mor(Y, Z) y

h ∈ Mor(Z,W ) se cumple:

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

La propiedad asociativa garantiza que el siguiente diagrama conmuta:

X W

Y Z
✻

f

✲g

❄

h

✲
h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

g ◦ f

h ◦ g

b) Para cada objeto X en C existe un morfismo identidad iX ∈ Mor(X,X)

tal que

f ◦ iX = f , iX ◦ g = g



6

para todo f ∈ Mor(X, Y ) y todo g ∈ Mor(Y,X).

La existencia del morfismo identidad garantiza que el siguiente diagrama

conmuta:

YX

Y X✲g

✲
f

f ◦ iX

❄

iXiX ◦ g

Proposición 1.1. Para cada objeto X ∈ Ob(C), existe un único morfismo identidad

iX ∈ Mor(X,X).

Demostración. Si σX ∈ Mor(X,X), es otro morfismo identidad de X, entonces

para todo f ∈ Mor(X, Y ) y para todo g ∈ Mor(Y,X) se tiene:

f ◦ σX = f σX ◦ g = g.

En particular, para iX ∈ Mor(X,X)

iX ◦ σX = iX y σX ◦ iX = iX

iX ◦ σX = σX ◦ iX

σX = iX .

Por lo tanto, la identidad es única.

1.1.1. Ejemplos de Categoŕıas

En esta sección mostramos algunos ejemplos clásicos de categoŕıas relacionados con

conjuntos, grupos, espacios topológicos, etc. Otros no tan clásicos son presentados,

de tal forma que ayuden a entender el concepto de categoŕıa.
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Ejemplo 1.1. La categoŕıa de los conjuntos denotada Conj, está constitúıda por:

1. Ob(Conj) : Colección de todos los conjuntos.

2. Para X, Y ∈ Ob(Conj),

Mor(X, Y ) : Colección de todas las funciones entre X y Y .

3. La ley de composición entre morfismos es la composición usual de

funciones.

Ejemplo 1.2. La categoŕıa de los espacios topológicos denotada Top, está constitúıda

por:

1. Ob(Top) : Colección de todos los espacios topológicos.

2. Para X, Y ∈ Ob(Top),

Mor(X, Y ) : Colección de todas las funciones continuas entre los espacios

topológicos X y Y .

3. La ley de composición entre morfismos es la composición usual entre

funciones continuas.

Ejemplo 1.3. La categoŕıa de los grupos denotada Grp, está constitúıda por:

1. Ob(Grp) : Colección de todos los grupos.

2. Para X, Y ∈ Ob(Grp),

Mor(X, Y ) : Colección de todos los homomorfimos entre los grupos X y Y .

3. La ley de composición entre morfismos es la composición usual entre

homomorfismos.

Ejemplo 1.4. La categoŕıa de los espacios vectoriales reales denotada V ect, está

constitúıda por:
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1. Ob(V ect) : Colección de todos los espacios vectoriales.

2. Para X, Y ∈ Ob(V ect),

Mor(X, Y ) : Colección de todas las transformaciones lineales entre los espacios

vectoriales X y Y .

3. La ley de composición entre morfismos es la composición usual entre

transformaciones lineales.

En los ejemplos anteriores los morfismos son funciones y la composición, la usual entre

funciones. Veamos a continuación algunos ejemplos donde esto no es aśı.

Ejemplo 1.5. Sea P un conjunto preordenado, es decir, un conjunto con una relación

binaria ≤ (reflexiva y transitiva). El conjunto P determina una categoŕıa denotada

Pre, constitúıda por:

1. Ob(Pre) = P .

2. Para x, y ∈ Ob(Pre),

Mor(x, y) = φ si x 6≤ y y es el conjunto unitario Mor(x, y) = {p : x → y} si

x ≤ y. En este caso el morfismo p : x → y no es una función, sino la proposición

x ≤ y.

3. La ley de composición entre morfismos la determina la transitividad de la

relacion ≤:

Mor(x, y)×Mor(y, z) −→ Mor(x, z)
((

x
p
→ y

)

,
(

y
q
→ z

))

7−→ x
q◦p
→ z.

Pues si x ≤ y y y ≤ z entonces x ≤ z.

Claramente se cumple la asociatividad. La existencia del morfismo identidad

ix : x → x está garantizada por la reflexividad de la relación, ya que x ≤ x para

todo x ∈ P .
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Ejemplo 1.6. Sea (M, ·) un monoide, es decir, un conjunto M 6= φ dotado de una

ley de composición interna ·, asociativa y con elemento identidad e.

El monoide M determina la siguiente categoŕıa denotada Mon:

1. Ob(Mon) = {e} .

2. Mor(e, e) =
{

e
a
→ e : a ∈ M

}

= M.

Es decir que cada elemento a de M constituye un morfsmo entre e y e.

3. La ley de composición entre morfismos corresponde a la operación · en M :

Mor(e, e)×Mor(e, e) −→ Mor(e, e)

((

e
a
→ e

)

,
(

e
b
→ e

))

7−→
(

e
a·b
→ e

)

.

El axioma de asociatividad entre morfismos corresponde a la asociatividad de

la operación ·, y la existencia del morfismo identidad está asegurada por la

existencia del elemento identidad e : e → e. En esta categoŕıa podemos escribir

Ob(C) = {x} para cualquier x ∈ M .

1.2. Funtores

Bla Bla Bla Bla Bla Bla Bla Bla Bla Bla Bla Bla

Bla Bla Bla Bla

Definición 1.2. Sean B,C categoŕıas. Un funtor covariantefuntor covariantefuntor covariante F : B → C se define

por:

1. Una función, denotada también por F : Ob(B) → Ob(C), que asigna a cada

objeto B de B un objeto F (B) de C.



10

2. Para cada par de objetos A, B de B se define una función también denotada

por:

F : MorB(A,B) → MorC(F (A), F (B))

f 7→ F (f).

que cumple las siguientes condiciones:

3. F (f ◦ g) = F (f) ◦F (g), para cualquier morfismo f, g de B compatibles para la

composición.

4. F (iB) = iF (B), para cada objeto B de B.

Un funtor contravariantefuntor contravariantefuntor contravariante de B en C se define como antes pero cambiando (2) y (3)

de la siguiente manera:

F : MorB(A,B) → MorC(F (B), F (A))

f 7−→ F (f)

y ,

F (f ◦ g) = F (g) ◦ F (f).

1.2.1. Ejemplos De Funtores

Algunos ejemplos triviales de funtores son los siguientes:

Ejemplo 1.7. El funtor identidadfuntor identidadfuntor identidad de una categoŕıa B en śı misma, notado iB, se

define como sigue:

1. Para cada X ∈ Ob(B). iB : Ob(B) → Ob(B), definido por iB(X) = X.

2. Para cada f ∈ Mor(X, Y ) con X, Y ∈ Ob(B). iB : Mor(X, Y ) → Mor(X, Y )

definido por iB(f) = f .
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iB cumple las siguientes condiciones:

3. Sean f y g morfismos de la categoŕıa B, con f : X → Y y g : Y → Z donde

X, Y, Z ∈ Ob(B). Entonces:

iB(g ◦ f) = g ◦ f

= iB(g) ◦ iB(f).

4. Para X ∈ Ob(B), sea iX : X → X el morfismo identidad. Entonces:

iB(iX) = iX

= iiB(X).

Luego iB es un funtor de la categoŕıa B en śı misma.

Ejemplo 1.8. Sea O : Grp −→ Conj, veamos que O definido como sigue, es un

funtor:

1. Para cada A ∈ Ob(Grp). O : Ob(Grp) −→ Ob(Conj) definido por O(A) = A.

2. Para cada f ∈ MorGrp(A,B), con A,B ∈ Ob(Grp). O : MorGrp(A,B) −→

MorConj(A,B), definido por O(f) = f .

O cumple las siguientes condiciones:

3. Sean f y g morfismos de la categoŕıa Grp, con f : A → B y g : B → C donde

A,B,C ∈ Ob(Grp). Entonces:

O(g ◦ f) = g ◦ f

= O(g) ◦O(f).

4. Para A ∈ Ob(Grp), sea iA : A → A el morfismo identidad. Entonces:

O(iA) = iA

= iO(A).
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Luego tenemos que O es un funtor. Al funtor O se le denomina funtor olvido,

porque se está “olvidando”de la estructura de grupo.

Ejemplo 1.9. Sea F : Conj −→ Conj, definido por:

1. Para cada A ∈ Ob(Conj), F (A) = P (A).

2. Para cada f ∈ MorConj(A,B), con A, B ∈ Ob(Conj), F (f) = f!, donde

f!(X) = {f(x) : x ∈ X} y X ∈ P (A). Es claro que f!(X) ∈ P (B).

F satisface las siguientes propiedades:

3. Sean f ∈ MorConj(A,B) y g ∈ MorConj(B,C), con A,B,C ∈ Ob(Conj).

Entonces, para X ∈ P (A) obtenemos

(F (g) ◦ F (f))(X) = (g! ◦ f!)(X)

= g!(f!(X))

= {g(y) : y ∈ f!(X)} ,

donde f!(X) ∈ P (B). Como y ∈ f!(X) entonces y = f(x) con x ∈ X, esto es

(F (g) ◦ F (f))(X) = {g(f(x)) : x ∈ X} .

Por otro lado,

F (g ◦ f)(X) = (g ◦ f)!(X)

= {(g ◦ f)(x) : x ∈ X}

= {g(f(x)) : x ∈ X} ,

y aśı,

(F (g) ◦ F (f))(X) = F (g ◦ f)(X).
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4. Para A ∈ Ob(Conj), sea iA : A −→ A el morfismo identidad, entonces para

X ∈ P (A),

F (iA)(X) = (iA)!(X)

= {iA(x) : x ∈ X}

= {x : x ∈ X}

= X.

Por otro lado, sea iP (A) : P (A) −→ P (A) la identidad de P (A),tenemos que,

iF (A)(X) = iP (A)(X)

= X,

y aśı,

F (iA)(X) = iF (A)(X).

Por tanto F es un funtor covariante.

Ejemplo 1.10. Sea F : Conj −→ Conj, definido por:

1. Para cada A ∈ Ob(Conj), F (A) = P (A).

2. Para cada f ∈ MorConj(A,B), con A,B ∈ Ob(Conj), F (f) = f !, donde

f !(Y ) = {x ∈ A : f(x) ∈ Y } y Y ∈ P (B). Es claro que f !(Y ) ∈ P (A).

F satisface las siguientes propiedades:

3. Sean f ∈ MorConj(A,B) y g ∈ MorConj(B,C) con A,B,C ∈ Ob(Conj).

Entonces, para Z ∈ P (C) obtenemos,

(F (f) ◦ F (g))(Z) = (f ! ◦ g!)(Z)

= f !(g!(Z))

= {x ∈ A : f(x) ∈ g!(Z)},
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donde g!(Z) ∈ P (B). Como f(x) ∈ g!(Z), entonces g(f(x)) ∈ Z, esto es:

(F (f) ◦ F (g))(Z) = {x ∈ A : g(f(x)) ∈ Z}.

Por otro lado, para Z ∈ P (C)

F (g ◦ f)(Z) = (g ◦ f)!(Z)

= {x ∈ A : (g ◦ f)(x) ∈ Z}

= {x ∈ A : g(f(x)) ∈ Z} .

Y aśı,

(F (f) ◦ F (g))(Z) = F (g ◦ f)(Z).

4. Para A ∈ Ob(Conj), sea iA : A −→ A el morfismo identidad, entonces para

X ∈ P (A),

F (iA)(X) = (iA)
!(X)

= {x ∈ A : iA(x) ∈ X}

= {x ∈ A : x ∈ X}

= X.

Por otro lado, sea iP (A) : P (A) −→ P (A) la identidad de P (A), tenemos que,

iF (A)(X) = iP (A)(X)

= X.

Por tanto F es un funtor contravariante.

Ejemplo 1.11. Sea (M, ·) un monoide (ver Ejemplo 1.6) y sea X un conjunto no

vaćıo; M actúa sobre X si existe una función ∗,

∗ : M ×X −→ X
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(m,x) 7−→ m ∗ x

que satisface las siguientes condiciones:

i) Para cada x ∈ X, e ∗ x = x.

ii) Para cada m,n ∈ M y cada x ∈ X, (m · n) ∗ x = m ∗ (n ∗ x).

Sea F : Mon −→ Conj, veamos que F definido como sigue, es un funtor:

1. Para e ∈ Ob(Mon). F : Ob(Mon) −→ Ob(Conj) definido por F (e) = X.

2. Para cada m ∈ MorMon(e, e), con e ∈ Ob(Mon). F : MorMon(e, e) −→

MorConj(X,X) definido por F (m) : m ∗ x, ∀x ∈ X.

F cumple las siguientes condiciones:

3. Sean m,n ∈ MorMon(e, e) entonces:

F (m · n)(x) = (m · n) ∗ x

= m ∗ (n ∗ x)

= m ∗ (F (n)(x))

= F (m)(F (n)(x))

= (F (m) ◦ F (n))(x).

4. Para e ∈ Ob(Mon), sea e : e −→ e, el morfismo identidad del objeto e en la

categoŕıa Mon y sea iX : X −→ X la identidad de X en la categoŕıa Conj.

Entonces:

F (e)(x) = e ∗ x

= x

= iX(x)

= iF (e)(x),
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y aśı,

F (e)(x) = iF (e)(x).

Luego, tenemos que F es un funtor.



Caṕıtulo 2

Acciones Globales y Parciales de

Grupos sobre Conjuntos

En este caṕıtulo se estudian las acciones globales y parciales de grupos sobre

conjuntos, algunos aspectos básicos y ejemplos. En particular, se presenta de

manera detallada la construcción de la globalización de una acción parcial. En otras

palabras, se quiere mostrar en detalle que toda acción parcial proviene de la

restricción adecuada de una acción global.

2.1. Acciones Globales

Definición 2.1. Sea X un conjunto no vaćıo y G un grupo con elemento neutro 1.

Una acción global de G sobre X es una función de G×X en X que satisface:

(i) Para cada x ∈ X, 1 · x = x.

(ii) Para cada x ∈ X y cada g, h ∈ G, (gh) · x = g · (h · x).

Si un conjunto X satisface las condiciones anteriores, se dice que G actúa sobre X o

simplemente que X es un G − Conjunto, esto se denota por (G,X). Análogamente

17
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se podŕıa definir una acción por la derecha.

Definición 2.2. Si G actúa globalmente sobre X y X ′, se dice que estas dos acciones

son equivalentes si existe una biyección f : X −→ X ′ tal que f(g ∗x) = g · f(x), para

todo g ∈ G y x ∈ X.

Ejemplo 2.1. Sea G un grupo y X un conjunto no vaćıo cualquiera. La acción de G

sobre X dada por g ·x = x para todo x en X, es llamada la acción trivial de G en X.

Ejemplo 2.2. Sea G cualquier grupo y consideremos H un subgrupo de G.

Entonces H actúa sobre G mediante la multiplicación a izquierda, esto es, la función

H ×G → G está dada por h · g = hg. En particular, si H = G se tiene que el grupo

G actúa sobre śı mismo.

En general no es dif́ıcil hallar acciones de grupos, pues si X es un conjunto y SX es el

grupo de todas las biyecciones de X, entonces X es un SX − conjunto. De hecho, el

siguiente teorema muestra que toda acción de grupo está asociada con las biyecciones

del conjunto sobre el cual está actuando.

Teorema 2.1. Si X es un G − conjunto, entonces para cada g ∈ G la función

fg : X → X definida como fg(x) = g · x para cada x ∈ X, es biyectiva.

Demostración. Sean x, x′ ∈ X tales que fg(x) = fg(x
′). Entonces g · x = g · x′ y

aśı g−1 · (g · x) = g−1 · (g · x′). Obtenemos entonces que x = 1 · x = (g−1g) · x =

= (g−1g) · x′ = 1 · x′ = x′, por lo cual fg es uno a uno. Finalmente, para cada x ∈ X

existe y = g−1 · x ∈ X tal que fg(y) = g · (g−1 · x) = (gg−1) · x = x. Aśı fg es sobre y

conclúımos que fg es biyectiva.

El resultado anterior induce un homomorfismo de grupos, lo cual se muestra en el

siguiente teorema.

Teorema 2.2. La función θ : G → SX definida como θ(g) = fg para cada g ∈ G, es

un homomorfismo de grupos.
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Demostración. Sean g, h ∈ G, x ∈ X. Entonces, θ(gh)(x) = fgh(x) = (gh) · x =

= g · (h · x) = fg(fh(x)) = (fg ◦ fh)(x) = (θ(g) ◦ θ(h))(x). Luego θ(gh) = θ(g) ◦ θ(h)

y aśı θ es un homomorfismo.

El resultado anterior nos permite afirmar que G actúa sobre X por medio de

biyecciones.

2.2. Definición de Acción Parcial

Definición 2.3. Sea X un conjunto no vaćıo y G un grupo con elemento neutro 1.

Una acción parcial α de G sobre X es una colección de subconjuntos Sg ⊆ X con

g ∈ G y biyecciones αg : Sg−1 −→ Sg tales que para todo g, h ∈ G se cumple:

(i) S1 = X y α1 es la función identidad de X.

(ii) α−1
h (Sh ∩ Sg−1) ⊆ S(gh)−1.

(iii) (αg ◦ αh)(x) = αgh(x) para todo x ∈ α−1
h (Sh ∩ Sg−1).

Si α es una acción parcial de G sobre X, entonces la notaremos como α = {Sg, αg}g∈G.

Note que (iii) implica que α−1
g = αg−1 para todo g ∈ G. En efecto, si g ∈ G entonces

para cualquier x ∈ α−1
g−1(Sg−1 ∩ Sg−1) = α−1

g−1(Sg−1) = Sg se tiene que (αg ◦ αg−1)(x) =

= αgg−1(x) = α1(x) = x. De igual manera se tiene (αg−1 ◦ αg)(x) = x para todo

x ∈ Sg−1 . De donde α−1
g = αg−1 para todo g ∈ G.

Además, (ii) y (iii) implican que α−1
h (Sh ∩ Sg−1) = Sh−1 ∩ S(gh)−1 . En efecto, pa-

ra todo g, h ∈ G se tiene que α−1
h (Sh ∩ Sg−1) ⊆ Sh−1 ∩ S(gh)−1 y reemplazando

h por h−1 y g por gh se tiene α−1
h−1(Sh−1 ∩ S(gh)−1) ⊆ Sh ∩ Sg−1 . Por consiguiente

Sh−1 ∩ S(gh)−1 ⊆ α−1
h (Sh ∩ Sg−1) y aśı se obtiene la igualdad deseada.

Ejemplo 2.3. Sea G un grupo que actúa globalmente sobre un conjunto X y sea Y

un subconjunto de X no vaćıo. Tomando Sg = Y ∩ fg(Y ) donde fg(Y ) = g · Y para
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todo g ∈ G y definiendo αg : Sg−1 → Sg, como la restricción de fg en Sg−1 , se tiene que

α es una acción parcial de G sobre Y . Primero note que si x ∈ Sg−1 = Y ∩ fg−1(Y )

entonces αg(x) = fg(x) ∈ fg(Y ) y como x = fg−1(x′) para x′ ∈ Y se tiene que

αg(x) = fg(fg−1(x′)) = x′. Aśı αg(x) ∈ Y y αg(x) ∈ fg(Y ) ∩ Y = Sg. Ahora,

(i) S1 = Y ∩ f1(Y ) = Y ∩ (1 · Y ) = Y .

Ahora, α1 : S1 → S1 está definida como α1(y) = f1(y) = 1 · y = y para todo

y ∈ Y . Luego α1 es la función identidad de Y .

(ii) Veamos que para todo g, h ∈ G se tiene que α−1
h (Sh ∩ Sg−1) ⊆ S(gh)−1 .

En efecto, si y ∈ α−1
h (Sh ∩ Sg−1) entonces

y = αh−1(y′), para algún y′ ∈ (Sh ∩ Sg−1)

= fh−1(y′), donde y′ = fg−1(y′′) para algún y′′ ∈ Y

= fh−1(fg−1(y′′))

= fh−1g−1(y′′)

= f(gh)−1(y′′).

De donde y ∈ Y ∩ f(gh)−1(Y ) = S(gh)−1 , que era lo que se queŕıa probar.

(iii) Para todo y ∈ α−1
h (Sh∩Sg−1) se tiene que (αg◦αh)(y) = αg(αh(y)) = fg(fh(y)) =

= fgh(y) y como por (ii) y ∈ S(gh)−1 se tiene que fgh(y) = αgh(y).

Las acciones parciales obtenidas como en el Ejemplo 2.3 se dicen restricciones de

la acción global. De hecho puede probarse que toda acción parcial es la restricción

de una acción global ([2], Teorema 1.1). Note además que si en el ejemplo anterior

Y es no G−invariante (es decir, existe g ∈ G tal que g · Y 6= Y ), entonces α es una

acción parcial que no es global.

Notemos que si G es un grupo que actúa globalmente sobre un conjunto X, y además

tenemos una colección α = {Sg, αg} tal que, para todo g ∈ G se tiene que, Sg = X y
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αg = {fg : X −→ X : fg(x) = g ∗ x, ∀x ∈ X}, entonces α es una acción parcial de G

sobre X. En efecto,

(i) S1 = X y α1 = f1 = idX .

(ii) Sabemos que para todo g, h ∈ G, Sh = X y Sg−1 = X, luego Sh ∩ Sg−1 = X.

Del mismo modo, se tiene que S(gh)−1 = X, aśı

α−1
h (Sh ∩ Sg−1) = f−1

h (X) ⊆ X = S(gh)−1 .

(iii) Sean g, h ∈ G y x ∈ X, entonces,

(αg ◦ αh)(x) = (fg ◦ fh)(x)

= fg(fh(x))

= fg(h ∗ x)

= g ∗ (h ∗ x)

= (gh) ∗ x

= fgh(x)

= αgh(x) para todo x ∈ X.

Aśı α resulta ser una acción parcial de G sobre X.

Con lo anterior se ha probado que toda acción global es una acción parcial.

Definición 2.4. Dos acciones parciales α, α′ que actúan sobre X y X ′ respectiva-

mente se dicen equivalentes si existe una biyección f : X −→ X ′ tal que para todo

x ∈ X, si x ∈ Sg−1 entonces f(x) ∈ S ′
g−1 y α′

g(f(x)) = f(αg(x)).

Definición 2.5. Una globalización de una acción parcial α de G sobre Y , es una

acción (G,X) junto con una inyección i : Y −→ X tal que la acción parcial α

y la acción parcial inducida (la restricción de la acción global) de G en i(Y ) son

equivalentes.
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Definición 2.6. Una globalización {(G,X), i} de una acción parcial α de G sobre

Y se dice que es minimal si para toda globalización {(G,X ′), i′} de α, existe una

inyección λ : X −→ X ′ tal que λ(g ∗ x) = g • λ(x) para todo g ∈ G y x ∈ X.

La existencia de λ nos garantiza que el siguiente diagrama conmuta:

Y X

X ′

✲i

❩
❩

❩
❩
❩
❩

❩
❩
❩

❩❩⑦

i′
λ

J. Kellendonk y M.V. Lawson en [14] probaron que toda acción parcial tiene una

única globalización minimal. Para probar eso primero definieron la siguiente relación:

Sea α una acción parcial de G sobre Y , se define la relación ∼ en el conjunto G× Y

por

(g, x) ∼ (h, y), si y sólo si, x ∈ S(h−1g)−1 y αh−1g(x) = y.

Proposición 2.1. La relación ∼ es una relación de equivalencia sobre G× Y .

Demostración. La relación ∼ sobre G × Y es de equivalencia si satisface las propie-

dades reflexiva, simétrica y transitiva.

(i) Sea x ∈ S1 = Y , α1(x) = x entonces x ∈ S(g−1g)−1 y αg−1g(x) = x, es decir,

(g, x) ∼ (g, x).

(ii) Si (g, x) ∼ (h, y), entonces x ∈ S(h−1g)−1 y α(h−1g)(x) = y

Como α(h−1g) : S(h−1g)−1 −→ Sh−1g, se tiene que y ∈ Sh−1g = S(g−1h)−1 y aśı

y ∈ S(g−1h)−1 .

Además se sabe que αg−1h : S(g−1h)−1 −→ Sg−1h de ah́ı,

αg−1h(y) = αg−1h(αh−1g(x))

= (αg−1h ◦ α(g−1h)−1)(x).
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Es claro que αg−1h es la inversa de α(g−1h)−1 . Como son biyecciones se tiene que,

= (αg−1h ◦ α(g−1h)−1)(x)

= α1(x)

= x.

Aśı αg−1h(y) = x y y ∈ S(g−1h)−1 , es decir, (h, y) ∼ (g, x).

(iii) Si (g, x) ∼ (h, y) y (h, y) ∼ (f, z) entonces,

x ∈ S(h−1g)−1 y αh−1g(x) = y

y ∈ S(f−1h)−1 y αf−1h(y) = z.

De ah́ı,

αh−1g(x) ∈ S(f−1h)−1 .

Dado que αh−1g son biyecciones y que αh−1g(x) ∈ S(f−1h)−1 entonces,

x ∈ α(h−1g)−1

(

S(f−1h)−1

)

.

Y por hipótesis x ∈ α(h−1g)−1(Sh−1g) es decir,

x ∈ α(h−1g)−1(Sh−1g ∩ S(f−1h)−1).

Dado que α es una acción parcial entonces,

(αf−1h ◦ αh−1g)(x) = (α(f−1h)(h−1g))(x)

= (α(f−1g))(x).
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También por hipótesis tenemos que αh−1g(x) = y y αf−1h(y) = z de ah́ı,

αf−1h(αh−1g(x)) = αf−1h(y)

αf−1g(x) = αf−1h(y)

αf−1g(x) = z. (2.1)

Además αh−1g(x) = y y y ∈ S(f−1h)−1 o sea αh−1g(x) ∈ S(f−1h)−1 . Como αh−1g

son biyecciones entonces x ∈ α−1
h−1g

(S(f−1h)−1) es decir,

x ∈ α(h−1g)−1(S(f−1h)−1).

Entonces x ∈ α(h−1g)−1(Sh−1g) y x ∈ α(h−1g)−1(S(f−1h)−1), es decir

x ∈ α(h−1g)−1(Sh−1g ∩ S(f−1h)−1).

Como α(h−1g)−1(Sh−1g ∩ S(f−1h)−1) ⊆ S((f−1h)(h−1g))−1 entonces

x ∈ S((f−1h)(h−1g))−1

esto es,

x ∈ S(f−1g)−1 . (2.2)

Aśı de (2.1) y (2.2),

x ∈ S(f−1g)−1 y αf−1g(x) = z

Es decir (g, x) ∼ (f, z).

Luego ∼ es una relación de equivalencia.

Ahora, si denotamos el conjunto G × Y/ ∼ = YG y para g ∈ G, x ∈ X la clase de

equivalencia que contiene los elementos (g, x) por [g, x] entonces la función

∗ : G× YG −→ YG

(h, [g, x]) −→ h ∗ [g, x] = [hg, x]

es una acción global de G en YG. En efecto,



25

1. Sea 1 ∈ G el neutro y [g, x] ∈ YG, entonces 1 ∗ [g, x] = [1g, x] = [g, x].

2. Sea h, t ∈ G y [g, x] ∈ YG, entonces

(ht) ∗ [g, x] = [(ht)g, x]

= [h(tg), x]

= h ∗ [tg, x]

= h ∗ (t ∗ [g, x]).

Luego, ∗ es una acción global de G sobre YG.

Veamos que la función i : Y −→ YG definida por i(x) = [1, x] para todo x en Y es

una inyección. Sean x, y ∈ Y tales que i(x) = i(y). Entonces [1, x] = [1, y], es decir,

(1, x) ∼ (1, y) y significa que x ∈ S1 y α1(x) = y. Como α1(x) = x se tiene que x = y

y por tanto i es inyectiva.

Proposición 2.2. Sea α una acción parcial de G sobre Y y sea g, h ∈ G, x ∈ Y .

Entonces

1. Si x ∈ Sh−1 , entonces [g, αh(x)] = [gh, x].

2. {(G, YG), i} es una globalización de α.

Demostración. 1. Si x ∈ Sh−1 entonces αh(x) está definida y además

αh(x) ∈ Sh = S((gh)−1g)−1 (2.3)

Por otro lado sabemos que,

αh−1(αh(x)) = (αh−1 ◦ αh)(x)

= α1(x)

= x.
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Además,

α1(αh(x)) = αh(x)

aplicando αh−1 a ambos lados de esta última igualdad tenemos,

αh−1(α1(αh(x))) = αh−1(αh(x))

(αh−1 ◦ α1)(αh(x)) = x.

Como αh(x) ∈ Sh entonces αh(x) ∈ α−1
1 (S1 ∩ S(h−1)−1) de donde,

(αh−1 ◦ α1)(αh(x)) = (α(h−1)(1))(αh(x))

= αh−1(g−1g)(αh(x))

= α(gh)−1g(αh(x))

Como (αh−1 ◦ α1)(αh(x)) = x entonces

α(gh)−1g(αh(x)) = x. (2.4)

Aśı de (2.3) y (2.4)

αh(x) ∈ S((gh)−1g)−1 y α(gh)−1g(αh(x)) = x.

Por lo que (g, αh(x)) ∼ (gh, x), es decir

[g, αh(x)] = [gh, x].

2. Probemos que {(G, YG), i} es una globalización de α. Para ello basta probar que

la acción parcial α de G en Y es equivalente a la acción parcial inducida en YG

sobre i(Y ).

Es claro que i : Y −→ i(Y ) es una biyección. Si x ∈ Sg−1 entonces αg(x)

está definida, supongamos que αg(x) = y ∈ Sg ⊆ Y , entonces i(y) = [1, y]. Por
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otro lado,

g ∗ i(x) = g ∗ [1, x]

= [g1, x]

= [g, x]

= [1g, x].

Por la parte 1. de la proposición

[1g, x] = [1, αg(x)]

= [1, y]

= i(y)

= i(αg(x)).

Aśı se tiene que

g ∗ i(x) = i(αg(x)).

Luego la acción parcial α de G en Y y la acción parcial inducida de G en i(Y ) son

equivalentes. Por tanto {(G, YG), i} es una globalización de α.

Teorema 2.3. Sea α una acción parcial de G en Y . Entonces {(G, YG), i} es la única

globalización minimal de α.

Demostración. La proposición anterior muestra que {(G, YG), i} es una globalización

de α. Veamos que {(G, YG), i} es minimal.

Sea {(G,X), j} una globalización de α, definimos

λ : YG −→ X

como λ([g, x]) = g · j(x), para todo [g, x] en YG.

Veamos que λ está bien definida.

Si [g, x] = [h, y] es decir (g, x) ∼ (h, y), entonces x ∈ S(h−1g)−1 y αh−1g(x) = y.
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Aplicando j a ambos lados de αh−1g(x) = y tenemos

j(αh−1g(x)) = j(y).

Como {(G,X), j} es una globalización de α entonces j(αh−1g(x)) = α
′

h−1g
(j(x)), donde

α
′

es la acción inducida por la acción global sobre X, luego

α
′

h−1g(j(x)) = j(y).

Como α
′

es la acción parcial inducida se tiene que α
′

h−1g
(j(x)) = f

′

h−1g
(j(x)) con f

′

como la acción global sobre X. Aśı

f
′

h−1g(j(x)) = j(y)

(f
′

h−1 ◦ f
′

g)(j(x)) = j(y)

f
′

g(j(x)) = f
′

h(j(y))

g · j(x) = h · j(y)

λ([g, x]) = λ([h, y]).

Luego λ está bien definida.

Ahora probemos que λ es inyectiva.

Sean [g, x], [h, y] ∈ YG tales que λ([g, x]) = λ([h, y]). Entonces

g · j(x) = h · j(y)

(h−1g) · j(x) = j(y)

j(αh−1g(x)) = j(y).

Esto se tiene por que {(G,X), j} es una globalización de α. Además se sabe que j es

inyectiva, luego

αh−1g(x) = y.

Podemos afirmar que αh−1g(x) está definida, entonces x ∈ S(h−1g)−1 y αh−1g(x) = y,

es decir

(g, x) ∼ (h, y).
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Entonces [g, x] = [h, y], por tanto λ es inyectiva. Luego {(G, YG), i} es una globaliza-

ción minimal de α.

Veamos que {(G, YG), i} es única. Sea {(G,Z), j} una globalización minimal de α,

entonces tenemos inyecciones λ : YG −→ Z, β : Z −→ YG, tales que λ(g ∗x) = g ·λ(x)

y β(h · z) = h ∗ β(z), para todo x ∈ YG, z ∈ Z y g, h ∈ G.

Sea y ∈ Y y g ∈ G, notemos que,

(β ◦ λ)([g, y]) = β(λ([g, y]))

= β(λ(g ∗ [1, y]))

= β(g · λ([1, y]))

= g ∗ β(λ(i(y)))

como el siguiente diagrama conmuta,

Y YG

Z

✲i

❩
❩

❩
❩
❩
❩

❩
❩
❩

❩❩⑦

j
λ

se tiene que,

j(y) = (λ ◦ i)(y)

= λ(i(y))

aśı,

(β ◦ λ)([g, y]) = g ∗ β(λ(i(y)))

= g ∗ β(j(y)).

Además este diagrama también conmuta,
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Y Z

YG

✲j

❩
❩

❩
❩
❩
❩

❩
❩
❩

❩❩⑦

i

β

Entonces,

i(y) = (β ◦ j)(y)

= β(j(y)).

Luego

(β ◦ λ)([g, y]) = g ∗ β(j(y))

= g ∗ i(y)

= g ∗ [1, y]

= [g, y].

Por tanto se obtiene que β ◦ λ = 1YG
. Como β y λ son inyectivas tenemos que las dos

acciones son equivalentes, entonces existe una única globalización.

Luego {(G, YG), i} es la única globalización minimal de α.

Ejemplo 2.4. Sea el grupo multiplicativo G = {1,−1} y X = R×R. Si definimos

∗ : G×X −→ X

(g, (x1, x2)) 7→ (x1, gx2)

Tenemos que ∗ es una acción global. En efecto,

i) 1 ∗ (x1, x2) = (x1, 1x2) = (x1, x2)
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ii) Para todo g1, g2 en G, y todo (x1, x2) en X se tiene que

g1 ∗ (g2 ∗ (x1, x2)) = (g1g2) ∗ (x1, x2)

Esto es,

1 ∗ (x1, x2) = (x1, x2). Deja fijos a todos los elementos de X.

−1 ∗ (x1, x2) = (x1,−x2). Realiza una reflexión sobre el sobre el eje de la orde-

nada.

Sea Y = {(x1, x2) ∈ X : x2 > 0}. Veamos la acción parcial inducida en Y .

La colección α = {Sg, αg} está dada por:

i) Sg = Y ∩ fg(Y ) donde fg : X −→ X está dada por fg((x1, x2)) = g ∗ (x1, x2)

para todo (x1, x2) ∈ X y todo g ∈ G.

Entonces

S1 = Y ∩ f1(Y ) = Y ∩ Y = Y

S−1 = Y ∩ f−1(Y ) = Y ∩ ∅ = ∅.

Esto es,

S1 = Y S−1 = ∅.

ii) αg : Sg−1 −→ Sg es la restricción de fg en Sg−1 , es decir αg = fg|Sg−1 .

Entonces

α1 : S1−1 −→ S1 esto es α1 : Y −→ Y

α−1 : S(−1)−1 −→ S−1 esto es α−1 : ∅ −→ ∅.

Es decir,

α1 = idY α−1 = f∅ (función vaćıa).
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Es claro que α aśı definido es una acción parcial de G en Y , encontremos su globali-

zación minimal.

Para ello, seguimos en parte la construcción de KELLENDOW Y LAWSON.

CONSTRUCCIÓN DE LA GLOBALIZACIÓN MINIMAL DE Y

1) G× Y = {(g, (y1, y2)) : g ∈ G, (y1, y2) ∈ Y }

2) Se define la relación ∼ en G× Y como sigue

(g1, (x1, x2)) ∼ (g2, (y1, y2)) ↔ (x1,x2) ∈ S((g2)−1g1)−1 y

α((g2)−1g1)((x1, x2)) = (y1, y2)

[1, (x1, x2)] = {(h, (y1, y2)) ∈ G× Y : (h, (y1, y2)) ∼ (1, (x1, x2))}

= {(h, (y1, y2)) ∈ G× Y : (y1, y2) ∈ S(1−1h)−1 y

α(1−1h)((y1, y2)) = (x1, x2)}

= {(h, (y1, y2)) ∈ G× Y : (y1, y2) ∈ Sh−1 y αh((y1, y2)) = (x1, x2)}

= (1, (x1, x2))

[−1, (x1, x2)] = {(h, (y1, y2)) ∈ G× Y : (h, (y1, y2)) ∼ (−1, (x1, x2))}

= {(h, (y1, y2)) ∈ G× Y : (y1, y2) ∈ S((−1)−1h)−1 y

α((−1)−1h)((y1, y2)) = (x1, x2)}

= {(h, (y1, y2)) ∈ G× Y : (y1, y2) ∈ S(−h)−1 y α(−h)((y1, y2)) = (x1, x2)}

= (−1, (x1, x2))

Esta relación aśı definida resulta ser de equivalencia. Luego el conjunto YG nos queda:

YG = (G× Y )/ ∼

= {[1, (x1, x2)] : (x1, x2) ∈ Y } ∪ {[−1, (x1, x2)] : (x1, x2) ∈ Y }
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Graficamente esto seŕıa

3) Ahora definiendo ◦ : G× YG −→ YG por

◦(g, [h, (x1, x2)]) = g ◦ [h, (x1, x2)]

= [gh, (x1, x2)]

Resulta estar bien definida.

Verifiquemos que ◦ es una acción global de G en YG

i) Sea [h, (x1, x2)] ∈ YG entonces

1 ◦ [h, (x1, x2)] = [1h, (x1, x2)]

= [h, (x1, x2)]

ii) Sean g1, g2 ∈ G, [h, (x1, x2)] ∈ YG entonces

g1 ◦ [g2 ◦ [h, (x1, x2)]] = g1 ◦ [g2h, (x1, x2)]

= [g1(g2h), (x1, x2)]

= [(g1g2)h, (x1, x2)]

= g1g2 ◦ [h, (x1, x2)]

Es decir, ◦ es una acción global de G en YG.

La acción ◦ lo que está haciendo es:
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i) 1 ◦ [g, (x1, x2)] = [g, (x1, x2)]. Deja fijo cada plano que pasa por (1, x1, x2)

y el otro que pasa por (−1, x1, x2) y son paralelos al plano horizontal (y

entre śı).

ii) −1◦[g, (x1, x2)] = [−g, (x1, x2)]. Refleja los planos que pasan por (1, x1, x2)

y el otro que pasa por (−1, x1, x2) y es paralelo al plano horizontal ( y entre

śı ).

4) Definimos la función inyectiva i de Y en YG de la siguiente forma

i : Y −→ YG

(y1, y2) 7−→ [1, (y1, y2)]

5) Ahora, como YG es un G-conjunto e i(Y ) ⊆ YG entonces veamos la acción parcial

inducida de G en i(Y )

α′ = {S
′

g, α
′
g} se define por

i) S
′

g = i(Y ) ∩ βg(i(Y )) donde βg : YG −→ YG se define βg(h, (y1, y2)) =

g ◦ [h, (y1, y2)]

Es decir,

S
′

1 = i(Y ) S
′

−1 = ∅

ii) α′
g : S

′

g−1 −→ S
′

g es la restricción de βg en i(Y ).

Es decir,
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α′
1 = idi(Y ) α′

−1 = β∅ (función vaćıa)

De aqúı, las acciones parciales α y α
′

sobre Y e i(Y ) son equivalentes. ((G, YG), i)

es la globalización minimal de α



Caṕıtulo 3

Categoŕıa de Acciones Globales y

Parciales

En este caṕıtulo se estudian las categoŕıas de acciones globales y acciones parciales,

de modo que se pueda integrar la teoŕıa de categoŕıas con la teoŕıa de acciones. Luego,

por medio de la teoŕıa de funtores, se prueba que la globalización puede verse como

un funtor entre estas categoŕıas.

3.1. Categoŕıa de Acciones Globales

Definición 3.1. Sean los G− conjuntos (X, ·) y (Y, ∗). Una aplicación f : X −→ Y

se dice G−morfismo de X en Y si para todo x ∈ X y todo g ∈ G se tiene:

f(g · x) = g ∗ f(x)

Proposición 3.1. Sean los G − conjuntos (X, ·), (Y, ∗) y (Z, •). Si f1 : X −→ Y y

f2 : Y −→ Z son G−morfismos, entonces f2 ◦ f1 es G−morfismo.

36
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Demostración. Sean x ∈ X y g ∈ G entonces

(f2 ◦ f1)(g · x) = f2(f1(g · x))

= f2(g ∗ f1(x))

= g • f2(f1(x))

= g • (f2 ◦ f1)(x).

Luego f2 ◦ f1 es un G−morfismo.

Veamos que si X es un G− conjunto con iX : X −→ X la identidad de X, entonces

iX es un G−morfismo. Sean x ∈ X y g ∈ G entonces

iX(g · x) = g · x

= g · iX(x).

Aśı, iX es un G−morfismo.

Ahora definamos la categoŕıa de acciones globales denotada G−Act de la siguiente

forma:

1. Ob(G−Act) : Todos los G− conjuntos.

2. Para cada par X, Y en Ob(G − Act), el conjunto Mor(X, Y ) son los

G−morfismos de X en Y .

3. La ley de composición interna es la composición usual entre funciones (G −

morfismos). Además se probó que si f1 y f2 son G − morfismos entonces

f2 ◦f1 es un G−morfismo. La asociatividad de G−morfismos se cumple por

ser funciones. El G−morfismo identidad es la identidad de X.

De esta forma se define la categoŕıa de las acciones globales.
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3.2. Categoŕıa de Acciones Parciales

Definición 3.2. Sean X y Y dos α − conjuntos y α = {Sg, αg}, α
′

=
{

S
′

g, α
′

g

}

sus

respectivas acciones. Una aplicación f : X −→ Y se dice α −morfismo de X en Y

si x ∈ Sg−1 implica que f(x) ∈ S
′

g−1 y f(αg(x)) = α
′

g(f(x)).

Proposición 3.2. Sean f1 : X −→ Y , f2 : Y −→ Z dos α − morfismos entonces

f2 ◦ f1 es α−morfismo.

Demostración. Sean los α − conjuntos X, Y y Z con α = {Sg, αg}, α
′

=
{

S
′

g, α
′

g

}

y α
′′

=
{

S
′′

g , α
′′

g

}

sus respectivas acciones (parciales). Si x ∈ Sg−1 como f1 es α −

morfismo implica que f1(x) ∈ S
′

g−1 y aśı se tiene que f2(f1(x)) ∈ S
′′

g−1 por f2 ser

α−morfismo. Es decir, (f2 ◦ f1)(x) ∈ S
′′

g−1 .

Además,

(f2f1)(αg(x)) = f2(f1(αg(x)))

= f2(α
′

g(f1(x)))

= α
′′

g (f2(f1(x)))

= α
′′

g ((f2 ◦ f1)(x)).

Luego f2 ◦ f1 es un α−morfismo.

Veamos que si X es un α − conjunto con iX : X −→ X la identidad de X entonces

iX es un α−morfismo. En efecto, si x ∈ Sg−1 entonces iX(x) ∈ Sg−1 . De ah́ı

iX(αg(x)) = αg(x)

= αg(iX(x)).

Lo cual implica que iX es un α−morfismo.

Demostrado lo anterior, definimos la categoŕıa de las acciones parciales denotada

G− pAct de la siguiente forma:
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1. Ob(G− pAct) : Todos los α− conjuntos.

2. Para cada par X, Y α − conjunto en Ob(G − pAct), el conjunto Mor(X, Y )

son los α−morfismos de X en Y .

3. La ley de composición interna es la composición usual entre funciones (α −

morfismos). Además se probó que si f1 y f2 son α − morfismos entonces

f2 ◦ f1 es un α−morfismo. La asociatividad de α−morfismos se cumple por

ser funciones. El α−morfismo identidad es la identidad de X.

De esta forma se define la categoŕıa de las acciones parciales.

3.3. Relaciones Funtoriales

Primeramente definamos F : (G −Act) −→ (G − pAct) y veamos que definido de

la siguiente forma F es un funtor.

1. Sea X ∈ Ob(G−Act), definimos F (X) = X ∈ Ob(G− pAct). Esto es posible

porque toda acción global es parcial.

2. Sea f ∈ MorG−Act(X, Y ) definimos F (f) : F (X) −→ F (Y ) por F (f) = f .

Veamos que en efecto f es un α−morfismo.

Si x ∈ X, entonces f(x) ∈ Y .

Recordemos además que las acciones parciales sobre X y Y están dadas respec-

tivamente por α = {Sg, αg}, α
′

= {S
′

g, α
′

g} donde Sg = X, S
′

g = Y para todo

g ∈ G y

αg = {fg : fg(x) = g ∗ x, ∀x ∈ X} , α
′

g =
{

f
′

g : f
′

g(x) = g · x, ∀y ∈ Y
}

.
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Donde ∗ es la acción global sobre X y · es la acción global sobre Y . Entonces

f(αg(x)) = f(fg(x))

= f(g ∗ x)

= g · f(x)

= α
′

g(f(x)).

Luego f es un α−morfismo, y aśı F (f) ∈ Ob(G− pAct).

3. Sean f ∈ MorG−Act(X, Y ), g ∈ MorG−Act(Y, Z) y x ∈ X, entonces

(F (g) ◦ F (f))(x) = F (g)(F (f)(x))

= F (g)(f(x))

= g(f(x))

= (g ◦ f)(x)

= F (g ◦ f)(x).

Luego

F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

4. Sea iX la identidad de X. Entonces para x ∈ X se tiene

F (iX)(x) = iX(x)

= x

= iF (X)(x).

Con lo anterior se ha probado que F es un funtor entre las categoŕıas G−Act

y G− pAct, que es lo que se queŕıa mostrar.

Ahora definamos F : (G− pAct) −→ (G−Act) de la siguiente manera:
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1. Sea X ∈ Ob(G−pAct) con α actuando sobre X, definimos F (X) = XG, donde

XG es la globalización de X. Es claro que XG ∈ Ob(G−Act).

2. Para cada f en MorG−pAct(X, Y ). Definimos F (f) : XG −→ YG por

F (f)([g, x]) = [g, f(x)] para todo [g, x] en XG. Veamos que F (f) está bien

definido.

Supongamos que [g, x] = [h, y] entonces (g, x) ∼ (h, y) aśı x ∈ S(h−1g)−1 y

αh−1g(x) = y. Como x ∈ X y f es un α − morfismo de X en Y entonces

f(x) ∈ S
′

(h−1g)−1 ⊆ Y y f(αh−1g(x)) = α
′

h−1g
(f(x)), donde α

′

h−1g
es la ac-

ción parcial de Y . Luego, como f(x) está en S
′

(h−1g)−1 y α
′

h−1g
(f(x)) = f(y)

entonces (g, f(x)) ∼ (h, f(y)), es decir que [g, f(x)] = [h, f(y)] y por tanto

F (f)([g, x]) = F (f)([h, y]). Con esto F (f) está bien definido.

Ahora mostremos que F (f) es un G − morfismo. Sea [h, x] ∈ XG y g ∈ G

entonces

F (f)(g · [h, x]) = F (f)([gh, x])

= [gh, f(x)]

= g ∗ [h, f(x)]

= g ∗ F (f)([h, x]).

Luego F (f) es un G−morfismo y aśı F (f) ∈ MorG−Act(X, Y ).

3. Sean f ∈ MorG−pAct(X, Y ), g ∈ MorG−pAct(Y, Z) y [h, x] ∈ XG. Entonces

(F (g) ◦ F (f))([h, x]) = F (g)(F (f)([h, x]))

= F (g)([h, f(x)])

= [h, g(f(x))]

= [h, (g ◦ f)(x)]

= F (g ◦ f)([h, x]).
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Aśı

F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

4. Sea iX la identidad de X e iXG
la identidad de XG. Entonces para [g, x] ∈ XG

se tiene

F (iX)([g, x]) = [g, iX(x)]

= [g, x]

= iXG
([g, x])

= iF (X)([g, x]).

Aśı F es un funtor entre las categoŕıas G− pAct y G−Act, que es lo que se

queŕıa mostrar.



Conclusiones

El desarrollo de este trabajo permitió obtener las siguientes conclusiones.

Se presentaron las definiciones de categoŕıa y funtor y se mostraron ejemplos

de cada uno de estos conceptos para entenderlos mejor.

Se desarrolló la teoŕıa básica de acciones globales sobre conjuntos, con ejemplos

y algunas de sus propiedades.

Se desarrolló la teoŕıa básica de acciones parciales sobre conjuntos a partir de

la teoŕıa conocida sobre acciones globales ([15]) y de la referencia [5].

Se mostró que sobre conjuntos, toda acción global es una acción parcial y que a

partir de una acción parcial dada se puede construir una acción global, la cual

se conoce como globalización.

Se definieron las categoŕıas de acciones globales y parciales sobre conjuntos y

se probó que la globalización es realmente un funtor de la categoŕıa de acciones

parciales a la categoŕıa de acciones globales.
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